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Chapitre 1
Introduction
L’habilitation est un exercice de style impose´ dans une carrie`re de cher-
cheur. Cependant, comment ne pas aborder cette sorte de bilan sans un
sentiment meˆle´ d’ambition, de recherche de le´gitimite´, d’humilite´ et d’an-
goisse devant l’apparente incohe´rence d’une pile d’articles accumule´s au fil
des anne´es.
Le premier de´fi consiste donc a` trouver un fil conducteur dans le chemin
sinueux de quelques anne´es de recherche. Il faut bien reconnaˆıtre qu’apre`s
deux inflexions de the´matique de recherche, mon cas ressemblait a` une sorte
de quadrature du cercle en la matie`re. Pour re´soudre cette e´quation, je de´cidai
de me rallier a` un vieux pre´cepte qui consiste a` re´soudre une version simplifie´e
du proble`me. Je ne pre´senterai donc qu’une partie de mes travaux, ce qui me
permet de centrer avec ferveur mon propos sur les re´seaux et son proble`me
central, celui du routage. Bien suˆr, le terme de routage doit eˆtre pris dans un
sens assez large sans quoi je ne pourrais pas pre´senter une ne´cessaire diversite´.
E´videmment, il est pre´tentieux de penser qu’une fraction seule de ses
travaux suffit a` atteindre la masse critique ne´cessaire a` une habilitation,
mais comment passer cette e´preuve sans une certaine dose d’e´gocentrisme
aveugle. Par ailleurs, on reconnaˆıtra sans doute la noblesse du but qui consiste
a` essayer de rendre un tel document plus inte´ressant que la pile mentionne´e
ci-dessus. Pour aller dans ce sens, j’ai tente´ d’organiser la suite dans une sorte
d’inventaire d’astuces algorithmiques des re´seaux et du routage.
Je laisse donc de coˆte´ mes activite´s concernant uniquement l’algorith-
mique des graphes et qui font le gros de ma culture scientifique. J’espe`re
qu’on sentira ne´anmoins leur pre´sence en filigrane. Ayant de´ja` re´dige´ dans
ma jeunesse un document sur quelques points de l’algorithmique des graphes,
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j’espe`re que l’on pardonnera cette omission.
Le chapitre 2 retrace rapidement la proble´matique du routage, notam-
ment dans l’Internet (qui servira d’exemple introductif dans la plupart des
chapitres), les re´seaux ad hoc, le graphe du web et les re´seaux de pair a` pair.
Le chapitre 3 est consacre´ au routage « de l’un vers tous », c’est a` dire au
proble`me de diffusion d’un message a` tous les membres d’un re´seau. Le cha-
pitre 4 traite du routage dans son sens le plus classique, c’est-a`-dire quand il
s’agit d’envoyer un message « d’un nœud vers tel autre ». Nous conside´rerons
ensuite le proble`me plus pratique qui consiste a` envoyer un message vers un
nœud de´fini de manie`re indirecte, ce que j’ai appele´ « de l’un vers celui qui ».
Les deux derniers chapitres s’inte´ressent enfin a` la dynamique des re´seaux
concernant l’algorithmique distribue´e entre les nœuds ou le re´seau lui-meˆme.
Le chapitre 6 de´crit ainsi une classe tre`s ge´ne´rale d’algorithmes de re´seau a`
base d’ite´rations asynchrones qui fonctionne de`s que des messages envoye´s re´-
gulie`rement sont rec¸us « de temps a` autre ». Le chapitre 7 de´veloppe ensuite
quelques points lie´s a` l’aspect dynamique de certains re´seaux : « quand c¸a
bouge » tant du point de vue des connexions entre nœuds que de la pre´sence
des nœuds.
Chapitre 2
Mode´lisation
L’utilisation des graphes pour les re´seaux commence ne´cessairement par
une phase de mode´lisation dont l’importance est a` rappeler. Avant de voir
diffe´rents types de re´seaux et comment les graphes interviennent dans leur
mode´lisation, nous allons rapidement rappeler en quoi consiste le routage.
La question du routage est intimement lie´e a` celle de l’adressage, c’est-
a`-dire comment on identifie la destination. Cette ambivalence se retrouvera
souvent au fil de ce me´moire.
2.1 Routage
Nous conside´rons ici le routage par paquet dans lequel chaque paquet
de donne´es achemine´ contient un en-teˆte indiquant entre autres quelle est
la destination du paquet. Un routeur est une sorte d’aiguilleur qui posse`de
des liens avec d’autres routeurs. Chaque lien est branche´ au routeur via une
interface. La principale activite´ d’un routeur consiste a` router des paquets :
Routage
1. Un paquet arrive sur une interface,
2. son en-teˆte est lue (et e´ventuellement modifie´e),
3. il est retransmis sur une interface.
Le choix de l’interface de sortie de´pend de l’en-teˆte du paquet. Pour faire
ce choix, un routeur maintient a` jour une table de routage qui contient pour
une destination donne´e le nume´ro d’interface ou` faire suivre le paquet. Un
9
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protocole de routage spe´cifie les informations que s’e´changent les routeurs
pour pouvoir construire leurs tables de routage.
L’en-teˆte du paquet contient un identifiant de la destination du paquet
que l’on appelle l’adresse. Pour une adresse donne´e, chaque table de routage
doit indiquer a` qui faire suivre le paquet (en indiquant l’interface attache´e
au lien vers celui-ci et e´ventuellement l’adresse lien de celui-ci s’il y a plus de
deux routeurs connecte´s au lien). Pour une destination donne´e, cette relation
entre routeur et nœud suivant (ou « next hop » en anglais) peut se repre´senter
par un arc d’un routeur vers le suivant. Ide´alement, l’ensemble de ces arcs
forme un arbre de plus court chemin enracine´ a` la destination.
La beˆte noire du routage est la boucle, c’est-a`-dire une incohe´rence dans
les tables de routage qui fait qu’un paquet peut se mettre a` faire une boucle.
Si jamais cela arrive, les liens de la boucle peuvent vite eˆtre engorge´s par les
paquets qui vont se mettre a` y circuler inde´finiment. Pour e´viter qu’un tel
dysfonctionnement ne devienne dramatique, les protocoles de routage pre´-
voient ge´ne´ralement un champ TTL1 dans l’en-teˆte des paquets. Le TTL est
une sorte de temps de vie du paquet au bout duquel il disparaˆıt du re´seau.
TTL
1. Quand un paquet est rec¸u,
2. le champ TTL est de´cre´mente´ de 1.
3. Si le TTL atteint 0, le paquet est interdit de retransmission.
Ainsi, un paquet ne peut pas circuler inde´finiment dans le re´seau.
2.2 Internet
A` titre d’exemple introductif, nous allons reprendre le cas bien connu
d’Internet, le re´seau des re´seaux, et conside´rer le proble`me classique du rou-
tage qui consiste a` envoyer de proche en proche un paquet d’une machine
source vers une machine destination. Le protocole IP2 spe´cifie le format des
paquets qui circulent dans Internet. Distingons les routeurs des hoˆtes qui ne
1Il serait vain de vouloir e´viter les acronymes lorsqu’on traite des re´seaux, aussi vais-je
tenter de donner en bas de page la signification de tous ceux que je n’aurais pas re´ussi a`
e´viter. TTL : « Time To Live »
2 IP : « Internet Protocol »
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participent en ge´ne´ral que faiblement au routage. Les hoˆtes sont les machines
des utilisateurs d’Internet, ge´ne´ralement relie´s a` un re´seau local pour lequel
une passerelle fait le pont avec Internet. La seule de´cision de routage prise
par un hoˆte est d’envoyer un paquet directement a` la destination si elle se
trouve dans le re´seau local ou a` la passerelle sinon.
Un routeur appartient a` un re´seau. Tous les routeurs d’un re´seau sont
ge´re´s par la meˆme organisation et sont relie´s entre eux de manie`re connexe.
Certains des routeurs du re´seau peuvent avoir des liens vers des routeurs
d’autres re´seaux, appelons-les des routeurs de frontie`re (pour « border ga-
teway » en anglais). Le monde des destinations, vu d’un routeur Internet,
se se´pare donc en deux populations, celles qui sont accessibles sans sortir du
re´seau et celle qui sont en dehors du re´seau.
Internet est constitue´ par un empilement hie´rarchique de re´seaux. Les re´-
seaux du bas de la hie´rarchie ne posse`dent souvent qu’un seul routeur relie´ a`
un re´seau de niveau supe´rieur. Tout paquet pour une destination hors de por-
te´e du re´seau sera envoye´ vers ce lien. On parle de route par de´faut puisque
les paquets sont envoye´s par la` si aucune information concernant la desti-
nation n’est trouve´e dans la table. Elle ne contient en effet que des entre´es
concernant les destinations accessibles via le re´seau. A` l’inverse, le routeur
auquel est connecte´ ce re´seau doit connaˆıtre l’ensemble des destinations qui
sont accessibles via ce re´seau.
Les re´seaux de plus haut niveau n’ont pas de route par de´faut, on les
appelle les syste`mes autonomes (AS3) et ils constituent la nervure centrale
(« backbone ») d’Internet4. Les re´seaux de diffe´rentes organisations sont re-
lie´s entre eux au gre´ d’accords bilate´raux. Les deux organisations s’accordent
sur les informations que s’e´changent les routeurs et sur les conditions com-
merciales dans lesquelles ils s’e´changent du trafic.
Les re´seaux interme´diaires de la hie´rarchie que nous appellerons re´seau
d’acce`s (ou « stub network » en anglais) peuvent aussi conclure de tels ac-
cords de « peering » a` leur niveau. La figure 2.1 illustre ainsi sche´matiquement
la structure d’Internet.
Pour s’inte´resser au proble`me du routage dans Internet, il serait haˆtif
de mode´liser cette structure par un simple graphe avec pour sommets les
routeurs des syste`mes autonomes et pour areˆtes les liens entre ceux-ci. Cela
reviendrait a` oublier l’existence meˆme des syste`mes autonomes. De plus, le
3 AS : « Autonomous System »
4Il y en a environ vingt mille a` l’heure actuelle.
12 CHAPITRE 2. MODE´LISATION
  Systèmes a
uton
om
es
  Réseau d'accè
s
     Réseau loca
l
A
B
C
D
E
F
     Réseau loca
l
F
     Réseau loca
l
F
     Réseau loca
l
F
  Réseau d'accè
s
  Réseau d'accè
s
    Réseau loca
l     Réseau local
     Réseau loca
l
     Réseau loca
l
F
  Réseau d'accè
s
     Réseau loca
l     Réseau local
     Réseau loca
l
     Réseau loca
l
  Réseau d'accè
s
     Réseau loca
l     Réseau local
     Réseau loca
l
     Réseau loca
l
  Réseau d'accè
s
    Réseau loca
l     Réseau local
     Réseau loca
l
     Réseau loca
l
  Réseau d'accè
s
    Réseau loca
l     Réseau local
     Réseau loca
l
     Réseau loca
l
  Réseau d'accè
s
    Réseau loca
l     Réseau local
     Réseau loca
l
     Réseau loca
l
  Réseau d'accè
s
  Réseau loca
l     Réseau local
     Réseau loca
l
     Réseau loca
l
  Réseau d'accè
s
   Réseau loca
l     Réseau local
     Réseau loca
l
     Réseau loca
l
Fig. 2.1 – Internet
routage ne consiste pas a` router vers un nœud donne´ mais vers la passerelle
qui est en charge d’une adresse IP donne´e. L’attribution des adresses IP
constitue donc un deuxie`me point cle´ qui prend toute son importance dans
le proble`me du routage.
Rassemblons ce dont nous disposons :
– chaque syste`me autonome posse`de un nume´ro d’identification (AS ID5),
– chaque routeur est identifie´ par un nume´ro (Routeur ID) au sein de son
syste`me autonome,
– chaque interface d’un routeur (autrement dit l’extre´mite´ d’un lien entre
deux routeur) posse`de une adresse IP,
5 ID : « IDentification number »
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– chaque passerelle connaˆıt l’ensemble des adresses IP dont elle a la
charge.
A` l’inte´rieur d’un syste`me autonome, on se trouve dans le cadre idyllique
de l’algorithmique des graphes. Il suffit que chaque routeur connaisse l’en-
semble des adresses IP ge´re´es par tout autre routeur du syste`me autonome
pour que le proble`me du routage se mode´lise par un calcul de plus courts
chemins. Il existe principalement deux solutions dans ce cadre :
– le routage par vecteur de distances (« distance vector » en anglais),
– le routage par e´tat de liens (« link state » en anglais).
Ces algorithmes sont rappele´s au chapitre 4. Pre´cisons simplement ici
comment l’ensemble des adresses ge´re´es par une passerelle peut-eˆtre code´
efficacement. Une adresse IP est constitue´e par n’importe quelle suite de 32
bits. L’attribution des adresses se fait en regroupant autant que faire se peut
les adresses d’une meˆme zone sous le meˆme pre´fixe. Ide´alement, toutes les
adresses joignables via un routeur donne´ devraient pouvoir eˆtre identifie´es
par un meˆme pre´fixe commun. En pratique, il s’agit de quelques-uns. Ce
sche´ma est de´crit plus en de´tail au chapitre 5.
2.3 Re´seaux ad hoc
Dans un re´seau radio, les connexions se font au gre´ de la transmission
radio. Un signal est rec¸u s’il est K fois plus fort que le bruit (K = 10
typiquement). Les ondes radio s’atte´nuent avec la distance en 1/rα avec α = 2
en espace libre. A` bruit ambiant constant B un e´metteur radio peut donc eˆtre
rec¸u jusqu’a` une distance R =
(
Pe
KB
)1/α
ou` Pe est la puissance d’e´mission du
signal. En espace homoge`ne, l’ensemble des positions d’ou` l’on peut recevoir
un signal constitue donc un disque centre´ sur l’e´metteur. Avec des obstacles,
cela devient une taˆche de forme complexe.
Le mode`le le plus simple de la connectivite´ d’un re´seau ad hoc est ainsi
celui du graphe de disques unitaires (« disk unit graph » en anglais) ou` deux
nœuds peuvent communiquer s’ils sont a` distance infe´rieure a` R. Autrement
dit, un disque unitaire est suppose´ centre´ sur chaque nœud et deux d’entre eux
sont relie´s si leur disque s’intersectent (les distances doivent eˆtre normalise´es
de sorte que R = 2). Les figures 2.2 et 2.3 illustrent un tel graphe avec
des positions de nœuds tire´es ale´atoirement. Des raffinements de ce mode`le
sont possibles : le graphe de boules unitaires ou` l’on plonge les nœuds dans
l’espace plutoˆt que dans le plan, ou encore supposer des puissances d’e´mission
14 CHAPITRE 2. MODE´LISATION
Fig. 2.2 – Un graphe de disques unitaires avec 10 000 nœuds, 24 608 liens,
de degre´ moyen 2.5 et de degre´ maximal 14.
variable soit des disques ou des boules de rayon variable.
Ce mode`le reste valide en espace homoge`ne tant qu’un seul nœud e´met a` la
fois. En re´alite´, les transmissions interfe`rent les unes avec les autres (pour une
transmission donne´e, les autres transmissions doivent eˆtre conside´re´es comme
du bruit). Aussi le graphe des connexions possibles entre nœuds de´pend des
connexions en cours d’une manie`re complexe puisque les bruits provenant de
plusieurs transmissions s’additionnent. Un fort trafic le long d’une route peut
donc briser des connexions qui seraient possibles autrement.
Dans [3], nous proposons un mode`le de re´servation de bande passante
permettant d’e´viter de briser des connexions. Pour cela, nous de´finissons la
zone d’interfe´rence de chaque nœud. L’ide´e de cette zone est d’identifier les
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Fig. 2.3 – Un graphe de disques unitaires avec 1 000 nœuds, 22 677 liens, de
degre´ moyen 22.7 et de degre´ maximal 70.
e´missions qui pourraient geˆner une transmission vers le nœud. En premie`re
analyse, on peut e´valuer en espace homoge`ne jusqu’a` quelle distance Rb un
brouilleur geˆne la transmission par un nœud a` distance R :
Pe
Rα
< K
Pe
Rαb
soit Rb < K
1/αR
En espace libre (α = 2), on obtient qu’une e´mission simultane´e doit prove-
nir d’une distance au moins 3R environ pour ne pas brouiller une e´mission
provenant d’une distance R. Cette analyse tre`s simple a l’avantage de mon-
trer qu’une e´mission perturbe une zone bien plus e´tendue que la zone ou` elle
peut eˆtre rec¸ue. Un mode`le permettant de s’abstraire des ale´as de la trans-
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mission radio consiste a` coder par une hyperareˆte la zone de couverture, soit
l’ensemble des nœuds qui peuvent recevoir un e´metteur donne´. De meˆme,
la zone d’interfe´rence devient l’hyperareˆte des nœuds qui brouilleraient une
e´mission depuis la zone de couverture. Une re´servation de bande passante
pour la transmission vers un nœud s’effectue alors sur tous les nœuds de
la zone d’interfe´rence. Pour re´server la bande passante ne´cessaire a` un tra-
fic le long d’une route, il faut effectuer une re´servation pour chaque zone
d’interfe´rence des nœuds de la route. Nous montrons dans [3] que ce pro-
ble`me s’apparente a` celui du sac a` dos multidimensionnel. Ainsi, satisfaire
un ensemble de requeˆtes de re´servation de bande passante en ad hoc est
NP6-difficile, meˆme pour diverses variantes simplifie´es. Citons ici le re´sultat
encore plus surprenant obtenu par Bernard Mans [2] qui montre que meˆme
en re´duisant la zone d’interfe´rence au voisinage, la re´servation d’une seule
route reste un proble`me NP-difficile.
Dans [1], nous tentons de de´finir le rayon de cette zone d’interfe´rence
dans le cas de plusieurs e´missions simultane´es. Une autre manie`re de voir le
proble`me est de trouver la densite´ maximale d’e´metteurs qui permette que
toutes les e´missions soient rec¸ues jusqu’a` une distance donne´e.
Les approches ci-dessus reposent sur l’hypothe`se que le protocole d’acce`s
au me´dium (le me´canisme qui de´cide du moment ou` e´mettre un paquet) sera
capable de se´rialiser localement les e´missions si la capacite´ en bande pas-
sante du me´dium n’est pas exce´de´e. Cette hypothe`se semble re´aliste modulo
le proble`me des nœuds cache´s (voir ci-dessous). Citons ici une approche plus
pousse´e dans ce domaine [6] ouverte par Baccelli, Blaszczyszyn et Mulhetha-
ler et qui consiste a` combiner dans le meˆme protocole l’acce`s au me´dium et
le routage.
Liens unidirectionnels
Il se peut qu’un nœud soit entendu d’un autre mais pas l’inverse. On parle
alors de nœud cache´ ou plus explicitement de lien unidirectionnel. Cette si-
tuation n’est pas rare en pratique et il existe quelques techniques pour essayer
d’en re´soudre les me´faits. S’il n’est pas e´vident que cela puisse arriver a` puis-
sance d’e´mission e´gale (il faut prendre en compte la capacite´ des re´cepteurs
radio a` de´corre´ler les chemins multiples et supposer que la configuration spa-
tiale rassemble ces chemins dans un sens mais pas dans l’autre), on comprend
6 NP : « Non determinist Polynomial »
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facilement l’apparition de ce genre de liens lorsque les puissances d’e´mission
peuvent varier. Ce type de liens est en ge´ne´ral a` bannir dans les re´seaux, il est
sans doute bon de rappeler ici pourquoi. D’une part, l’envoi d’un paquet de
donne´es est en ge´ne´ral suivi d’un acquittement en retour (ceci est ne´cessaire
pour s’assurer que le paquet est bien passe´). Un lien unidirectionnel interdit
l’envoi direct d’un tel acquittement. D’autre part, supposons l’existence d’un
lien unidirectionnel d’un nœud A vers un nœud B. Pour pouvoir utiliser ce
lien dans une route, il faut que A connaisse l’existence du lien. Pour faire
parvenir cette information a` A, B est confronte´ au meˆme proble`me que pour
lui faire parvenir des acquittements. Retourner l’information de B vers A
demande donc a priori un couˆt important (surtout si l’on veut faire parve-
nir des acquittements) qui rend l’utilisation des liens unidirectionnels plutoˆt
prohibitive.
On peut donc de´finir le voisinage d’un nœud comme l’ensemble des nœuds
de sa zone de couverture dont il peut recevoir les messages. Nous pouvons
maintenant distinguer les deux modes d’e´mission de paquet en ad hoc : les
paquets de controˆle (servant a` l’e´tablissement des routes) sont ge´ne´ralement
envoye´s en « broadcast », ce qui permet de diffuser des informations plus effi-
cacement que s’il fallait envoyer le message individuellement a` chaque voisin.
Les paquets de donne´es sont ge´ne´ralement envoye´s en « unicast », c’est-a`-
dire en spe´cifiant le nœud suivant de la route (le « next hop ») a` qui il est
destine´, celui-ci doit alors envoyer un acquittement apre`s re´ception. Comme
pre´cise´ plus haut, ceci permet de ne pas perdre les paquets de donne´es, ce
qui pourrait de´grader conside´rablement le fonctionnement de TCP7 qui in-
terpre´terait ces pertes comme un signe de congestion. A` l’inverse, la perte de
quelques paquets de controˆle ne compromet pas en ge´ne´ral le fonctionnement
du re´seau.
Enfin, un niveau supple´mentaire de difficulte´ intervient lorsqu’on consi-
de`re que les nœuds peuvent posse´der plusieurs interfaces radio. Chaque in-
terface aura alors ses interfaces voisines et sa zone de couverture. Au cours
de la re´daction de la spe´cification du protocol OLSR8 [5], le document a pra-
tiquement double´ en taille lors du passage d’une spe´cification mono-interface
a` multi-interfaces. Nous aborderons quelques-unes de ces subtilite´s au cha-
pitre 3.
Terminons cette introduction sur les re´seaux ad hoc par quelques points
7 TCP : « Transfert Control Protocol »
8 OLSR : « Optimized Link State Routing protocol »
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illustrant la ne´cessite´ de savoir router dans ce mode`le extreˆme qui combine
toutes les difficulte´s d’un re´seau radio :
– A` puissance de traitement du signal donne´e, la porte´e diminue avec
le de´bit (voir la loi de Kepler-Jacquet [8]). Le relayage radio est donc
indispensable si l’on ne veut pas tirer des nouveaux fils partout.
– Meˆme si les relayeurs ne bougent pas, un re´seau radio est dynamique :
une pluie, un camion qui passe, une armoire me´tallique qu’on de´place
sont autant d’e´le´ments qui peuvent perturber les connexions radio.
2.4 Graphe du Web
Le graphe du web est constitue´ par les liens hypertextes entre les pages
web. Il s’agit donc d’un graphe oriente´ dont les sommets sont les pages web
et les arcs sont les liens hypertexte qui permettent de naviguer d’une page a`
l’autre. Cette de´finition passe sous silence plusieurs aspects importants dans
l’e´tude de la structure du web.
Premie`rement, l’ensemble des pages web est une notion floue qui occulte
toute la difficulte´ de de´couvrir le web. Remarquons tout d’abord qu’il est
impossible de de´couvrir toutes les pages web accessibles sur Internet. Outre
les pages prote´ge´es par mot de passe ou par une URL9 secre`te, ou les pages
dynamiques (ge´ne´re´es a` partir de formulaires), le temps ne´cessaire a` la re´cu-
pe´ration d’un grand nombre de pages web rend l’ope´ration impossible avant
que de nouvelle pages soient apparues. Le « crawl » du web (qui consiste
a` te´le´charger toutes les pages web par exploration exhaustive du graphe du
web construit a` partir des pages de´ja` « crawle´es ») est comme un scan de
radar tre`s lent.
De plus, l’identification des pages web n’est pas e´vidente. D’un point de
vue pratique, toute page est accessible via son URL. Cependant, la meˆme
page peut-eˆtre accessible via plusieurs URLs (si un serveur posse`de plusieurs
noms, ou si des liens symboliques font apparaˆıtre la meˆme page avec diffe´rents
chemins d’acce`s). Une solution consiste a` hacher le contenu de la page pour
de´tecter les re´pliques, mais cet identifiant ne permet pas d’identifier une page
au cours du temps et de ses modifications.
Dans [4], nous tentons de de´finir le « web observable » en croisant les
informations obtenues en « crawlant » et celles obtenues dans les fichiers de
9 URL : « Uniform Resource Locator »
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Fig. 2.4 – Un bloc 60 000× 60 000 de la diagonale de la matrice d’adjacence
d’un crawl du web en .fr. Des zooms sur les trois carre´s entoure´s sont donne´s
dans les figures suivantes.
log d’un serveur. L’utilisation croise´e des deux techniques permet de de´cou-
vrir de nombreuses pages invisibles avec une seule des deux techniques, ce
qui montre bien la difficulte´ de de´finir l’ensemble des pages web observables.
D’autre part, la structure du web ne se re´sume pas au graphe du web. Les
pages web sont re´parties sur des serveurs et en arborescence de fichiers a` l’in-
te´rieur de chaque serveur. Cette structure arborescente se retrouve d’ailleurs
sur les URLs associe´es aux pages web. Les noms de serveurs, par l’organisa-
tion hie´rarchique des noms de domaine (par les DNS10), sont aussi organise´s
en arbre. Le web posse`de donc aussi une structure arborescente : l’arbre du
web.
Dans [10], nous montrons comment les deux structures peuvent eˆtre uti-
lise´es conjointement pour observer une structure de blocs dans le web, pour
arriver a` une notion intrinse`que de site web. Cet aspect de la structure du
web est assez e´vidente intuitivement : la plupart des liens sont locaux, c’est-
a`-dire qu’une page pointe souvent vers des pages proches d’elle dans l’arbre.
C’est d’ailleurs cette simple observation qui nous avait permis de stocker de
10 DNS : « Domain Name Server »
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Fig. 2.5 – La matrice d’adjacence du site d’un dictionnaire interactif.
Fig. 2.6 – La matrice d’adjacence du site de l’e´quipe Algo de l’Inria
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Fig. 2.7 – La matrice d’adjacence du site allmacintosh.
Fig. 2.8 – Un zoom sur la partie OS X de allmacintosh.
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manie`re efficace des parties du graphe du web [7].
Les figures 2.4, 2.5, 2.6, 2.7 et 2.8 illustrent cette structure de blocs [10].
Elle repre´sentent des parties de la diagonale de la matrice d’adjacence du
graphe obtenu d’un crawl de .fr de 8 millions de pages datant de 2001. Les
URLs sont nume´rote´es dans l’ordre alphabe´tique (qui constitue un parcours
de l’arbre des URLs). Un point apparaˆıt dans la matrice d’adjacence dans la
ligne i et la colonne j quand i pointe vers j.
En algorithmique des graphes, partitionner un graphe de sorte que la
plupart des liens soient inte´rieurs aux parties (l’ope´ration peut eˆtre re´pe´te´e
re´cursivement a` l’inte´rieur de chaque partie) s’appelle une de´composition en
« clusters ». Une fois construite, cette de´composition est repre´sente´e par un
arbre dont les feuilles sont les sommets du graphe. Chaque nœud interne
repre´sente un cluster par l’ensemble des feuilles du sous-arbre branche´ sur
le nœud. L’arbre du web fournit naturellement une bonne de´composition en
clusters.
Introduisons enfin ce que peut eˆtre la question du routage dans le graphe
du web, meˆme si cela peut ressembler a` un exercice de style. Tout d’abord,
naviguer de page en page en suivant des liens s’apparente a` suivre une route.
Une question le´gitime pour un auteur de page web est de savoir en combien
de clics sa page est atteignable depuis telle ou telle page d’accueil. On voit
donc bien apparaˆıtre la question de l’existence de routes et de leur longueur
dans le contexte du web. D’autre part, le proble`me de l’indexation des pages
web (auquel se confronte les moteurs de recherche) consiste a` trouver des
pages inte´ressantes e´tant donne´ des mots qu’elles contiennent. Comme il y
a ge´ne´ralement beaucoup de pages qui contiennent les mots donne´s d’une
requeˆte le principal proble`me consiste a` identifier les plus inte´ressantes. Pour
cela, l’e´quipe de Google a eu l’ide´e novatrice de juger l’importance d’une
page par les routes qui y me`nent. Ainsi, l’importance d’une page est e´value´e
comme la probabilite´ qu’un surfeur ale´atoire tombe sur cette page (voir le
paragraphe 6.4 sur le PageRank).
2.5 Re´seaux de pair a` pair
La principale application des re´seaux de pair a` pair consiste a` partager
des fichiers : un utilisateur met en acce`s a` la communaute´ ses propres fichiers,
recherche par des mots cle´s d’autres fichiers, contacte ceux qui les posse`dent
pour les re´cupe´rer directement de pair a` pair. On peut inclure cela dans la
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proble´matique du routage puisqu’il s’agit pour un nœud de contacter le nœud
qui posse`de tel ou tel fichier.
Les re´seaux de pair a` pair (« peer to peer » en anglais) reposent ge´ne´ra-
lement sur l’e´laboration d’un re´seau virtuel (« overlay network ») au-dessus
d’Internet. Tout nœud pouvant se connecter a` tout autre, il n’y a pas a priori
de contrainte sur le graphe de connexion du re´seau virtuel. Les restrictions
viennent de la taille et du dynamisme du re´seau. En effet, on imagine aise´ment
plusieurs millions de nœuds former un re´seau de pair a` pair avec sans cesse
l’arrive´e de nouveaux nœuds et le de´part d’autres. Il devient donc impensable
que chaque nœud connaisse tous les autres. Les pairs doivent s’organiser pour
former une structure dynamique efficace les connectant entre eux. Il existe en
gros deux approches pour cela : construire un graphe ale´atoire et reposer sur
des explorations ale´atoires du re´seau, ou bien construire un graphe structure´
dans lequel on sait router efficacement.
Graphes ale´atoires
L’utilisation de graphes ale´atoires permet de ge´rer efficacement le pro-
ble`me de la volatilite´ des nœuds et sont souvent adapte´s a` la diffusion de
messages ou de donne´es.
Le re´seau Gnutella construit le re´seau selon un processus d’exploration
ale´atoire du re´seau : un nouvel arrivant parcours le re´seau jusqu’a` trouver
des pairs qui acceptent de se connecter avec lui. Le protocole distingue deux
niveaux de pairs : les « super-pairs » se connectent entre eux et assurent la
connectivite´ du re´seau, les « simples-pairs » doivent trouver un super-pair qui
accepte de les prendre en charge. Les super-pairs sont en charge de la diffusion
des requeˆtes dans le re´seau. (Certaines techniques de Gnutella, de´crites au
paragraphe 5.3, donnent plus de de´tails sur ce re´seau.) Les figures 2.9, 2.10,
2.11, 2.12, 2.13 et 2.14 issues du re´seau Gnutella illustrent cette topologie a`
deux niveaux.
Ces figures sont re´alise´es a` partir d’un crawl du re´seau Gnutella v0.6 da-
tant de fin 2003 [9] . Le crawl a dure´ une semaine pendant laquelle un robot
a pu se connecter a` 20 000 clients du re´seau Gnutella v0.6. Chaque client
fournissant la liste des pairs auxquels il est connecte´, le crawl se pre´sente
sous la forme d’un graphe d’environ 100 000 sommets. Les images ci-dessous
sont ge´ne´re´es en effectuant une marche ale´atoire sur un nombre variable de
sommets du crawl et en inte´grant le voisinage des sommets visite´s. Ce proces-
sus reproduit ainsi une exploration restreinte du re´seau tel que photographie´
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Fig. 2.9 – Une exploration de 30 nœuds du re´seau Gnutella
dans notre crawl. Les dessins sont re´alise´s avec Graphviz. En augmentant peu
a` peu le nombre de sommets explore´s (30, 40, 50, 100, 250, 400) on peut ima-
giner a` quoi pourrait ressembler un dessin de la totalite´ du crawl (Graphviz
devient inutilisable pour une exploration de plus de 1000 sommets).
Le protocole BitTorrent utilise un « tracker » pour mettre en relation les
pairs inte´resse´s par le te´le´chargement d’un fichier. Celui-ci fournit re´gulie`re-
ment a` chaque pair une liste plus ou moins ale´atoire de quelques dizaines de
pairs. Le graphe construit sert alors a` diffuser le fichier. Le protocole BitTor-
rent est de´crit plus en de´tails au paragraphe 3.4.
Graphes structure´s
Un domaine tre`s actif ces dernie`res anne´es concerne les tables de hachages
distribue´es. L’ide´e est de relier les pairs selon un re´seau logique structure´,
comme un hypercube ou un graphe de Bruijn par exemple, de manie`re a`
pouvoir utiliser des techniques de routage efficaces plutoˆt que des diffusions.
Toute la difficulte´ consiste alors a` maintenir un graphe proche d’une structure
tre`s irre´gulie`re ide´ale malgre´ la volatilite´ des nœuds.
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Fig. 2.10 – Une exploration de 40 nœuds du re´seau Gnutella
Fig. 2.11 – Une exploration de 50 nœuds du re´seau Gnutella.
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Fig. 2.12 – Une exploration de 100 nœuds du re´seau Gnutella
Fig. 2.13 – Une exploration de 250 nœuds du re´seau Gnutella
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Fig. 2.14 – Une exploration de 400 nœuds du re´seau Gnutella
Les tables de hachage distribue´es se concentrent sur le proble`me de trou-
ver un fichier lorsqu’on connaˆıt son identifiant. L’ide´e est de construire une
table distribue´e dont les cle´s sont a` la fois des identifiants de fichiers ou de
nœuds. (En plus de son adresse IP, chaque nœud posse`de un identifiant.)
Pour e´viter les collisions, les cle´s sont ge´ne´ralement assez longues (128 ou
160 bits). Ainsi pour permettre de retrouver un fichier, le nœud qui le pos-
se`de stocke dans la table une association de cle´ l’identifiant du fichier et de
valeur sa propre adresse IP. Ainsi un nœud qui recherche le fichier retrouve
cette association (connaissant l’identifiant du fichier) pour obtenir l’adresse
IP d’un nœud qui a le fichier. Toute la difficulte´ consiste a` re´partir e´quita-
blement les associations sur tous les nœuds de sorte qu’il soit possible de
retrouver le ou les nœuds qui sont en charge d’une cle´ donne´e.
Les solutions existantes consistent a` stocker une association sur le ou les
nœuds dont l’identifiant est le plus proche de la cle´ pour une certaine me´-
trique. D’autre part, les nœuds s’organisent en un re´seau logique de sorte
qu’il soit facile et rapide de trouver de proche en proche le nœud dont l’iden-
tifiant est le plus proche d’une cle´ donne´e. Le proble`me ressemble alors a`
celui des machines paralle`les dans lesquelles il faut relier entre eux des pro-
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Fig. 2.15 – La couleur des nœuds dans les figures pre´ce´dentes repre´sente leur
adresse IP selon la table ci-dessus. Le rond en colonne a et en ligne b indique
la couleur des adresses dont le premier octet est entre 10a et 10a + 9 et le
deuxie`me entre 10b et 10b + 9. La taille des ronds indique le logarithme du
nombre de nœuds rencontre´s dans le crawl dont l’adresse IP tombe dans la
plage correspondante.
cesseurs avec un nombre de caˆbles limite´ et un diame`tre en nombre de sauts11
faible. De plus, le pair a` pair ne´cessite de s’adapter a` une nature fortement
dynamique ou` des nœuds partent et d’autres arrivent sans cesse. Ainsi tous
les travaux qui ont e´te´ faits autour des machines paralle`les ont e´te´s revisite´s
11Le nombre de sauts en re´seau de´signe la longueur d’une route, en nombre de liens
ge´ne´ralement. (Dans le paquet achemine´ jusqu’a` la destination, un champs incre´mente´
chaque fois que le paquet est retransmis permet de mesurer ce nombre de sauts.)
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dans ce cadre en adaptant les topologies classiques du tore, de l’hypercube,
du papillon ou encore du graphe de Brujin a` ce contexte dynamique. Le
paragraphe 5.4 fournit quelques algorithmes de routage dans ce contexte.
2.6 Exploration de re´seau
La technique de base pour explorer un re´seau consiste a` parcourir le
graphe.
Parcours de re´seau
1. Connaˆıtre un nœud u0 et l’ajouter dans la liste des nœuds a` visiter.
2. Tant qu’il y a des nœuds a` visiter :
(a) Enlever un nœud u de la liste des nœuds a` visiter.
(b) Re´cupe´rer la liste de ses voisins et ajouter ceux qui n’ont pas
encore e´te´ visite´s a` la liste des nœuds a` visiter.
En pratique, cela pose plusieurs proble`mes. Le premier vient du me´ca-
nisme de de´couverte qui ne re´pond pas toujours (un serveur web peut eˆtre
surcharge´ ou en panne, un pair peut refuser la connection) ou qui n’existe
pas (un routeur d’Internet ne posse`de pas de tel me´canisme).
Dans le cas du graphe du web, la nature oriente´e du graphe fait qu’on ne
trouvera que les pages accessibles par une suite de liens depuis u0. De plus,
le processus d’exploration ne termine jamais en ge´ne´ral (au bout de plusieurs
mois d’exploration, il reste souvent une liste tre`s importante de pages non
visite´es).
Dans le cas d’Internet, on ne dispose pas de me´canisme de de´couverte
de voisins. Pour l’explorer, l’ide´e ge´ne´rale consiste a` router vers n’importe
qui (vers des destinations ale´atoires). La technique consiste a` effectuer des
« traceroutes » vers des adresses ale´atoires. Un « traceroute » revient a`
envoyer des messages de « ping » avec des TTLs de 1, 2, 3,... Le routeur
interme´diaire qui voit le TTL expirer re´pond en ge´ne´ral par un message
de controˆle. On peut ainsi de´couvrir la suite des adresses IP des interfaces
entrantes des routeurs de la route vers une destination donne´e. Une deuxie`me
difficulte´ consiste alors a` retrouver la liste des interfaces d’un routeur.
Une approche de plus haut niveau consiste a` observer les tables de routage
BGP de syste`mes autonomes, ce qui donne des arbres couvrants du graphe
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de connectivite´ inter-syste`mes autonomes. De plus, ces tables indiquent quels
sont les pre´fixes ge´re´s par chaque syste`me autonome.
Dans les deux modes d’exploration de la topologie d’Internet, on obtient
des listes de chemins uniquement depuis les points a` partir desquels on a pu
lancer le processus d’exploration.
Discussion
L’exploration des re´seaux est un domaine tre`s difficile d’un point de vue
pratique. Nous n’en parlerons pas plus dans cet ouvrage plutoˆt de´die´ a` l’al-
gorithmique. Cependant, il est ne´cessaire de bien identifier les informations
dont un algorithme de re´seau peut disposer pour que cet algorithme soit
utilisable en pratique et le plus efficace possible.
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Chapitre 3
De l’un vers tous
Le routage d’un nœud vers tous les autres s’appelle la diffusion (ou
« broadcast » en anglais). Il s’agit d’un cas particulier du routage multipoint
(« multicast » en anglais), mais les techniques utilise´es sont ge´ne´ralement
diffe´rentes. L’ope´ration de diffusion est une brique de base des protocoles de
routage, elle est souvent ne´cessaire pour diffuser les informations ne´cessaires
a` la constitution des tables de routage. A` l’inverse, les techniques de rou-
tage multipoint utilisent les tables de routage pour construire des arbres de
diffusion restreints.
La difficulte´ de la diffusion re´side dans son optimisation : l’ope´ration doit
consommer un minimum de ressources tout en assurant que tout nœud soit
atteint.
3.1 Inondation
L’inondation est la technique la plus rudimentaire de diffusion. Elle consiste
a` re´pe´ter un message dans tout le re´seau : chaque nœud qui rec¸oit le mes-
sage pour la premie`re fois re´pe`te le message. Ainsi, de proche en proche, le
message inonde le re´seau.
Inondation
1. Un message de diffusion est rec¸u sur une interface,
2. si le message n’a pas de´ja` e´te´ rec¸u,
3. il est retransmis sur toutes les interfaces.
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Cette technique soule`ve tout de meˆme quelques subtilite´s :
– Un nœud doit pouvoir de´tecter s’il rec¸oit un message pour la premie`re
fois. La solution la plus courante consiste a` un inclure dans chaque
message un nume´ro de se´quence propre au nœud origine du message.
A` chaque nouveau message, le nœud origine incre´mente ce nume´ro.
Il y a e´videmment un petit proble`me lorsque le compteur repasse a`
ze´ro mais nous ne de´velopperons pas ici cette e´pineuse question. Cette
solution ne´cessite de retenir le dernier nume´ro de se´quence rencontre´
pour chaque nœud origine possible. Une solution alternative consisterait
a` hacher le contenu du message et a` cacher les empreintes des messages
les plus re´cemment rec¸us. Une collision de cle´ de hachage peut alors
entraˆıner la perte unilate´rale d’un paquet. (Un champ de bits ale´atoires
pourrait permettre d’e´viter les collisions avec les messages re´cents rec¸us
par le nœud origine.)
– La technique n’est pas exactement la meˆme dans un re´seau filaire et
dans un re´seau ad hoc : en filaire, un nœud retransmet le message sur
toutes ses interfaces sauf sur celle par laquelle il a rec¸u le message. En
ad hoc, le nœud retransmet sur son unique interface s’il n’en a qu’une
et sur toute ses interfaces dans le cas ge´ne´ral.
3.2 Inondation optimise´e par mulitpoints re-
lais
Les re´seaux radio ont une bande passante limite´, mais la capacite´ d’at-
teindre plusieurs nœuds par une seule transmission laisse entrevoir la possi-
bilite´ d’optimiser le processus de diffusion. Dans un re´seau dense (ou` chaque
nœud peut atteindre beaucoup de voisins), il doit eˆtre possible d’atteindre n
nœuds avec moins de n e´missions.
Dans ce but, Philippe Jacquet, Paul Muhlethaler et Pascale Minet imagi-
ne`rent pour la norme Hiperlan 2 [6] le concept de multipoint relai [11]. L’ide´e
est d’optimiser localement la diffusion en espe´rant un gain global. Le principe
est d’utiliser une connaissance locale de la topologie :
Messages « hello »
1. Chaque nœud e´met re´gulie`rement un message « hello » (avec TTL 1)
contenant la liste des nœuds qu’il entend.
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Au bout de quelques pe´riodes d’e´mission, un nœud a non seulement une liste
a` jour des nœuds qu’il entend, mais de plus la liste des nœuds entendus
par ceux-ci. Le premier avantage de cette technique est de repe´rer les liens
unidirectionnels. Le second est de donner a` chaque nœud une vision a` deux
sauts de la topologie du re´seau. Nous appellerons voisins de u les nœuds
qui sont entendus par u et dont le message « hello » inclut u, et voisins a`
deux sauts de u les voisins liste´s dans les messages « hello » entendus par
u autres que u et ses voisins. Nous noterons ces deux ensembles N(u) et
N2(u) respectivement. Remarquons que cette connaissance du voisinage a`
deux sauts ne´cessite de distinguer dans les messages « hello » les nœuds qui
sont simplement entendu des voisins.
L’ide´e des multipoints relais consiste a` utiliser cette connaissance a` deux
sauts pour optimiser localement la diffusion. Ainsi, chaque nœud u de´signe
un ensemble de multipoints relais (parmi ses voisins) qui lui permettent d’at-
teindre tous les nœuds a` deux sauts de lui (les voisins de ses voisins).
Calcul de multipoints relais
1. Chaque nœud u e´lit un ensemble M(u) ⊂ N(u) de multipoints relais
de sorte que N2(u) ⊂ N(M) (ou` N(m) = ∪m∈MN(m)).
Remarquons la notion de multipoint relai est une relation binaire (un nœud
est multipoint relai d’un autre).
L’ide´e ensuite est que seuls les multipoints relais de u doivent retrans-
mettre un message de diffusion en provenance de u. Atteindre le voisinage
a` deux sauts de u requiert ainsi |M(u)| + 1 e´missions. Pour obtenir un gain
maximal, il faut bien suˆr e´lire un nombre minimal de multipoints relais. Dans
la figure 3.1 ci-contre par exemple, {a, c, e, b} constitue un ensemble de mul-
tipoints relais acceptable pour u. (u n’a pas connaissance des arcs grise´s.)
Cependant, {a, b, d} fournirait une meilleure solution. Remarquons que a est
N
(u
)
M
PR
M
PR
MPR
MPR
b
a
d
c
f
eu
Fig. 3.1force´ment multipoint relai de u puisqu’il est le seul qui lui permette d’at-
teindre f .
Nous avons montre´ dans [13] que calculer un tel ensemble optimal est un
proble`me NP-difficile. On peut ne´anmoins prouver que l’heuristique propose´e
par Amir Quayyum calcule une solution dont la taille est au plus a` un facteur
logarithmique de l’optimal. L’ide´e est de se´lectionner de manie`re gloutonne
les multipoints relais en pre´fe´rant ceux qui atteignent un maximum de voi-
sins a` deux sauts non encore atteints par les multipoints relais de´ja` choisis.
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Dans le mode`le du graphe de disques unitaires, cette heuristique s’ave`re ex-
treˆmement proche de l’optimal. La preuve de NP-comple´tude montre que le
calcul de multipoints relais est e´quivalent a` celui d’un ensemble dominant
dans un graphe. (Un ensemble dominant est un ensemble de nœuds tel que
tout sommet du graphe est soit dans l’ensemble soit voisin d’un nœud de
l’ensemble.) Un re´sultat d’inapproximabilite´ de ce proble`me [7] indique qu’il
n’est pas possible d’obtenir une heuristique avec un facteur d’approximation
meilleur que O(logn) dans le cas ge´ne´ral.
Les multipoints relais permettent de construire un processus d’inondation
optimise´ :
Inondation par multipoints relais
1. Si v rec¸oit un message de diffusion par u,
2. et u est voisin de v (uv n’est pas un lien unidirectionnel),
3. le message est marque´ comme rec¸u.
4. Si le message est rec¸u pour la premie`re fois,
5. et v est multipoint relai de u,
6. et le TTL du message reste strictement positif apre`s de´cre´mentation,
7. alors v retransmet le message.
Il est une petite subtilite´ a` faire noter : si v rec¸oit le message pour la premie`re
fois d’un nœud u1 dont il n’est pas multipoint relai, il ne retransmettra jamais
le message, meˆme s’il rec¸oit ensuite d’un nœud u2 dont il est multipoint relai.
L’ide´e est que tout voisin w de v sera malgre´ tout atteint. En effet, w e´tant
voisin a` deux sauts de u1, u1 a duˆ e´lire un multipoint relai lui permettant
d’atteindre w...
La premie`re partie de la re`gle indique qu’il ne faut pas conside´rer un mes-
sage comme rec¸u si on le rec¸oit par un lien unidirectionnel. Dans la figure 3.2
ci-contre par exemple, c ne doit pas conside´rer qu’il a rec¸u le message quand
la transmission par le lien unidirectionnel a→ c passe. Ainsi, lors de l’e´mis-
sion de b qui est multipoint relai de a, c retransmettra puisqu’il est multipoint
relai de b.
b
a
d
c
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PR
MP
R
MPR
M
PR
Fig. 3.2 On peut formellement prouver que tout nœud du re´seau sera atteint par
une inondation par multipoints relais en supposant que tous les voisins d’un
e´metteur rec¸oivent syste´matiquement le message e´mis et que les ensembles
de multipoints relais sont valides (tout voisin a` deux sauts d’un nœud doit
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eˆtre couvert par au moins l’un de ses multipoints relais) et que le graphe
de´fini par les ensembles de voisins est connexe.
Nous avons pu ve´rifier l’efficacite´ de cette technique dans diverses simu-
lations [13, 4]. Il est ne´anmoins possible de formuler une analyse tre`s simple.
Si un nœud a d voisins dont m l’ont choisi comme multipoint relai, on peut
estimer qu’il e´mettra avec probabilite´ de l’ordre de m/d. On peut donc s’at-
tendre a` observer en moyenne nm/d e´missions. Dans le cas ou` les nœuds sont
distribue´s uniforme´ment, m et d restent proches du nombre moyen de mul-
tipoints relais par nœuds et du degre´ moyen respectivement. Cette analyse
empirique est en accord avec des simulations dans le mode`le du graphe de
disques unitaires [1]. Cette analyse rudimentaire laisse entrevoir un facteur
d’optimisation global proportionnel au facteur d’optimisation local, ce qui
n’est pas e´vident a priori [10].
Multipoints relais et interfaces multiples
Dans un souci de simplicite´ de pre´sentation, les paragraphes ci-dessus
supposent implicitement que chaque nœud ne posse`de qu’une seule interface.
Une des plus grandes difficulte´s que nous avons rencontre´e dans la re´daction
du protocole OLSR [3] qui reprend ces ide´es a e´te´ de transposer les ide´es ci-
dessus au cas ou` les nœuds peuvent posse´der plusieurs interfaces. Le design
d’OLSR repose sur l’ide´e que les nœuds mono-interface seront vraisemblable-
ment les plus courants. Ainsi, le protocole doit rester simple quand les nœuds
ne posse`dent qu’une seule interface.
Pour cela, les nœuds sont identifie´s par l’adresse d’une de leur interface
(« main address ») pour e´viter d’introduire un nume´ro de routeur (« routeur
ID ») qui serait inutile dans le cas mono-interface. D’autre part, les mes-
sages « hello » spe´cifient la liste des interfaces entendues. Pour de´tecter les
liens unidirectionnels, il est important de distinguer les interfaces entendues
par telle ou telle interface du nœud. (Deux liens unidirectionnels pourraient
donner l’illusion d’un lien syme´trique.)
Dans ce cadre, les nœuds ont une vision le´ge`rement incomple`te de la to-
pologie a` deux sauts puisqu’un nœud connaˆıt la liste des interfaces entendues
par ses voisins mais pas la liste des nœuds a` deux sauts (il se peut que deux
interfaces appartiennent au meˆme nœud, mais rien ne permet de le savoir
sans augmenter encore la complexite´ des messages « hello »). Dans le doute,
le calcul des multipoints relais est modifie´ de sorte que toutes les interfaces a`
deux sauts soient atteintes depuis chaque interface. La proce´dure de diffusion
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subit les modifications les plus subtiles :
Inondation par multipoints relais avec interfaces multiples
1. Si v rec¸oit sur son interface j un message de diffusion e´mis par l’interface
i de u,
2. et j est voisine de i (ij n’est pas un lien unidirectionnel),
3. le message est marque´ comme rec¸u sur j.
4. Si le message est rec¸u pour la premie`re fois sur j,
5. et v est multipoint relai de u,
6. et le TTL du message reste strictement positif apre`s de´cre´mentation,
7. alors v retransmet le message sur toutes ses interfaces.
Il est ne´cessaire d’inclure un me´canisme particulier si le message est rec¸u
a` nouveau sur une autre interface. Dans OLSR, un multipoint relai risque
alors de devoir retransmettre plusieurs fois le message. Ceci permet de ga-
rantir que tout nœud recevra bien le message si toutes les transmissions sont
fiables. Comme seule la preuve du cas mono-interface apparaˆıt dans la lit-
te´rature, nous allons inclure ici une preuve du cas multi-interfaces, ce qui
nous permettra de voir un exemple de preuve de type the´orie des graphes
applique´e au domaine des re´seaux.
Supposons qu’un nœud u ne soit pas atteint par une inondation initie´
par une source s d’un re´seau ad hoc connexe. Conside´rons la distance d en
nombre de sauts des nœuds les plus proches de u ayant e´mis (d > 1 puisque
u n’a pas rec¸u le message). Conside´rons la premie`re interface i d’un nœud v
a` distance d de u a` avoir e´mis le message vers au moins un nœud a` distance
d − 1 de u. i a force´ment un voisin a` deux sauts w a` distance d − 2 de u et
un multipoint relais m qui couvre w. Soit j l’interface sur laquelle m rec¸oit
le message de i. En supposant que les messages rec¸us par j sont lus dans par
ordre d’e´mission, m rec¸oit le message sur j pour la premie`re fois (il se peut
par contre que m ait de´ja` rec¸u le message par une autre interface). D’apre`s
la re`gle de retransmission, m doit retransmettre, ce qui est contradictoire
puisque m est a` distance d− 1 de u.
L’alternative concurrente : une autre option aurait consiste´ a` distinguer
la de´couverte des topologies a` un saut et a` deux sauts. Ainsi, les messages
« hello » auraient eu une section 1 saut de´crivant les interfaces entendues
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par l’interface e´mettrice du message et une section 2 sauts listant les « main
address » des nœuds avec lesquels la syme´trie du lien a e´te´ e´tablie. Cette
alternative qui aurait permis de ge´ne´raliser plus e´le´gamment le concept de
multipoint relai n’a pas e´te´ retenue pour deux raisons. La premie`re est qu’elle
s’e´loigne d’un choix de conception de OLSR : le cas mono-interface doit rester
intuitif et ne pas trop compliquer le protocole (meˆme message « hello »
envoye´ sur toutes les interfaces). Une autre raison e´tait de rester e´loigne´ de
solutions propose´es par un protocole concurrent a` l’IETF1, l’organisme de
standardisation d’Internet.
Optimisation versus fiabilite´
Les transmissions radio e´tant peu fiables (surtout en mode « broadcast »),
il peut eˆtre inte´ressant de s’assurer que chaque nœud rec¸oive plusieurs fois
un message de diffusion. Les multipoints relais permettent facilement d’in-
te´grer une telle facilite´. Cela apparaˆıt dans OLSR sous le nom de « MPR2
coverage », un parame`tre qui indique la redondance k voulue dans la dif-
fusion. Il suffit de calculer les multipoints relais de sorte que tout voisin a`
deux sauts soit atteint par au moins k multipoints relais si cela est possible.
L’heuristique originelle de Amir Qayyum se preˆte naturellement a` ce calcul.
Dans l’exemple de la figure 3.1, {a, b, c, e} offre un « MPR coverage » de 2
au lieu de 1 pour {a, b, d}.
Une autre fonctionnalite´ similaire de OLSR consiste a` prendre en compte
la propension des nœuds a` vouloir relayer (« MPR willingness »). Les nœuds
indiquent dans leur messages « hello » s’ils sont preˆts a` relayer. Les autres
nœuds peuvent alors se´lectionner pre´fe´rentiellement comme multipoints relais
ceux qui ont le plus de propension a` ce roˆle. Bien suˆr, en creusant ce sujet, on
bute sur l’un des dilemmes des re´seaux ad hoc : comment inciter les nœuds
a` coope´rer et a` bien vouloir servir de relai. Ce de´bat de´passe le cadre de ce
chapitre.
1 IETF : « Internet Engineering Task Force »
2 MPR : « Multi-Point Relay »
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3.3 Inondation optimise´e par ensemble domi-
nant
Maintenant que nous avons vu comment optimiser localement la diffu-
sion, e´tudions comment optimiser globalement la diffusion. Conside´rons tous
les e´metteurs d’une diffusion optimise´e. Tout nœud du re´seau est soit l’un
d’eux, soit a rec¸u le message de l’un d’eux. L’ensemble des e´metteurs doit
donc ne´cessairement former un ensemble dominant du graphe de connexions.
Le nœud source de la diffusion fait partie de cet ensemble. D’autre part, tout
e´metteur a duˆ recevoir le message depuis la source, il doit donc exister un
chemin d’e´metteurs de la source au nœud. L’ensemble des e´metteurs de la
diffusion doit donc de plus eˆtre connexe. Quitte a` ope´rer une e´mission sup-
ple´mentaire, un ensemble dominant connexe donne´ peut servir a` optimiser
toutes les diffusions quelles que soient leurs sources.
Diffusion par ensemble dominant connexe
1. Un ensemble dominant connexe a e´te´ calcule´.
2. La source e´met son message.
3. Tout nœud de l’ensemble dominant re´pe`te le message la premie`re fois
qu’il le rec¸oit.
4. Les autres nœuds ne re´pe`tent pas le message.
Dans [1], nous comparons par des simulations diverses approches pour
optimiser la diffusion. En tre`s forte densite´, les me´thodes a` base d’ensemble
dominant l’emportent. En densite´ moyenne, l’inondation par multipoints re-
lais semble mieux be´ne´ficier des effets du bord du terrain. L’inondation multi-
points relais posse`de l’avantage de faire tourner les charges de relayage entre
les nœuds au gre´ de la source initiant la diffusion et de l’ordonnancement des
e´missions.
Dans un souci d’inventaire algorithmique des re´seaux, donnons ici l’une
des heuristiques les plus efficaces de calcul distribue´ d’ensemble dominant
connexe. (Rappelons que calculer un ensemble dominant connexe de taille
minimale est un proble`me NP-difficile pour lequel il existe des algorithmes
se´quentiels approche´s.)
E´lection d’ensemble dominant connexe a` la « Wu et Li ge´ne´ra-
lise´ » [14]
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1. Chaque nœud u s’e´lit comme membre de l’ensemble dominant connexe
sauf si :
– l’ensemble des ses voisins d’identifiant plus petit que le sien forme un
ensemble connexe et qui couvre N(u) (tout nœud de N(u) est voisin
d’au moins l’un d’eux).
Une manie`re assez simple de montrer que cet algorithme construit bien un
ensemble dominant connexe est de conside´rer les nœuds par identifiants de´-
croissants et de les retirer au fur et a` mesure si la re`gle l’exige. L’ensemble
des nœuds restants forme toujours un ensemble dominant connexe. Bien suˆr
en re´alite´, tous les nœuds qui s’e´liminent le font en paralle`le, mais la se´quen-
tialite´ de la preuve ne la rend pas moins exacte.
Optimisation versus fiabilite´
La litte´rature sur le sujet des ensembles dominants connexes se concentre
principalement sur l’obtention d’une re´duction maximale du nombre d’e´mis-
sions. Comme nous l’avons vu pour OLSR, il peut cependant eˆtre utile de
proposer un parame´trage de l’algorithme de se´lection pour obtenir un com-
promis entre l’optimisation du nombre d’e´missions et la fiabilite´ de la diffu-
sion. Notons tout d’abord que l’heuristique peut utiliser n’importe quel ordre
total sur les nœuds (pas force´ment celui donne´ par les identifiants). La re`gle
de redondance (« coverage ») peut facilement eˆtre inte´gre´e a` l’heuristique
pre´ce´dente de calcul d’ensemble dominant connexe : un nœud ne s’e´limine
que si ses voisins plus petits que lui forment un ensemble connexe tel que
tout nœud de N(u) ∪ {u} est voisin de k de ces nœuds (dans la mesure du
possible). Il serait inte´ressant d’e´tudier quelle heuristique est la meilleure a`
facteur de redondance k donne´.
Pour inte´grer la propension a` vouloir relayer (« willingness »), il suffit de
conside´rer un ordre total sur les nœuds qui respecte cette propension : un
nœud est plus petit qu’un autre si sa propension est plus grande ou s’il a
meˆme propension mais un identifiant plus petit.
Une autre voie d’e´tude concerne la fiabilite´ du me´canisme de diffusion lors
que le graphe des connexions est fortement dynamique. Ainsi les voisinages
peuvent avoir le´ge`rement e´volue´ depuis le moment ou` la structure de diffu-
sion a e´te´ calcule´e. E´tudier la re´sistance d’un me´canisme de diffusion selon
l’importance des changements de voisinages semble une piste importante.
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Diffusion de donne´es
Nous avons pre´sente´ la diffusion comme une brique de base pour le pro-
tocole de routage. Elle peut aussi eˆtre utilise´e pour le broadcast de donne´es
voire pour une fonctionnalite´ rudimentaire de multicast. Cependant, l’utili-
sation des multipoints relais pose une difficulte´ technique : il faut savoir de
quel nœud on rec¸oit un message. Cela ne pose pas de proble`me avec un mes-
sage de protocole puisqu’il suffit d’inclure un champ spe´cifiant l’e´metteur du
message. Dans le cas de paquet de donne´es (dont on ne peut rien utiliser de
plus que ce que fournit l’en-teˆte IP), il devient techniquement difficile de sa-
voir de quel nœud provient le message. La technique par ensemble dominant
connexe ne souffre pas de ce de´faut, ce qui justifie dans le cadre d’OLSR
de trouver un moyen de de´finir un ensemble dominant connexe. Dans [1],
nous montrons comment e´lire un ensemble dominant connexe a` partir des
ensembles de multipoints relais. Dans le cas d’OLSR, les identifiants sont les
« main address » :
E´lection d’un ensemble dominant par multipoints relais
1. Un nœud u s’e´lit comme membre de l’ensemble dominant connexe si :
– u a un identifiant plus petit que ses voisins,
– ou u est multipoint relai de son voisin de plus petit identifiant.
Une analyse rudimentaire permet a` nouveau d’estimer le nombre de nœuds
qui vont s’e´lire dans l’ensemble. La probabilite´ d’eˆtre le nœud de plus identi-
fiant dans son voisinage est 1/(d+1) et la probabilite´ d’eˆtre multipoint relai
s’estime a` m/d ou` d est le degre´ moyen d’un nœud et m le nombre moyen de
multipoints relais d’un nœud. On peut donc estimer la taille de l’ensemble
dominant connexe construit par les multipoints relais a` nm/d + n/(d + 1).
Les simulations dans le graphe de disques unitaires [1] confirme cette analyse
qui montre que l’ensemble dominant ainsi calcule´ est le´ge`rement moins opti-
mise´ que la diffusion par multipoints relais. (Cela dit, dans le cas d’interfaces
multiples, il permet d’e´viter les e´missions multiples et pourrait alors s’ave´rer
plus efficace.)
3.4 Diffusion de pair a` pair
Le contexte du pair a` pair fournit de nombreuses occasions de revisiter
certains proble`mes classiques du routage, la diffusion en est un. Une des ap-
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plications le´gales du pair a` pair re´side dans la diffusion de fichiers volumineux
a` large e´chelle. Citons le protocol BitTorrent [5] qui est utilise´ pour diffuser
la distribution Linux RedHat3.
Dans sa version la plus simple, le proble`me consiste a` diffuser un fichier
posse´de´ par une source a` n− 1 autres nœuds. L’ide´e est d’utiliser la capacite´
d’« upload4 » de tous les nœuds et non de celle de la source uniquement. En
effet, la capacite´ d’« upload » de tous les nœuds est proportionnelle a` n alors
que celle de la source est limite´e. L’ide´e rudimentaire consiste alors a` faire
redistribuer le fichier par les premiers nœuds qui ont rec¸u le fichier :
Diffusion de fichier de pair a` pair
1. De`s qu’un nœud a rec¸u une copie du fichier, il le redonne a` un autre
nœud.
Si le te´le´chargement du fichier prend un temps 1, tout le monde aura le
fichier au bout d’un temps de l’ordre de dlog2 ne (la population des nœuds
posse´dant le fichier double a` chaque unite´ de temps). On peut cependant
encore ame´liorer le temps de diffusion en de´coupant le fichier en b blocs. De`s
qu’un bloc est rec¸u, il peut eˆtre redistribue´ sans attendre la fin du fichier.
Les premiers travaux de mode´lisation sur le sujet sont duˆs a` Pascal Fel-
ber [8]. E´tudions a` titre re´cre´atif la faisabilite´ d’un ordonnancement optimal
de diffusion5. Donnons tout d’abord une borne infe´rieure sur le temps de
diffusion du fichier par blocs. La source ne peut avoir donne´ une copie de
chaque bloc qu’au bout d’un temps 1. Le dernier bloc qu’elle a donne´ n’est
donc posse´de´ que par deux nœuds au temps 1. Le te´le´chargement de ce bloc
prenant un temps 1/b, il ne peut eˆtre posse´de´ par tous les pairs qu’au bout
d’un temps (dlog2 ne − 1)/b (au mieux, tous les nœuds qui le posse`dent le
redonnent tous les 1/b et leur population double tous les 1/b). On arrive donc
a` la borne infe´rieure suivante pour le temps de diffusion :
1 +
dlog2 ne − 1
b
3Le lecteur averti soule`vera le fait que BitTorrent est aussi utilise´ pour diffuser des
copies pirates de films... Le protocole reste ne´anmoins l’un des plus beaux aboutissements
des de´veloppements du pair a` pair.
4On peut traduire « upload » par « te´le´chargement par la voie montante » en franc¸ais,
ce qui est un peu long pour faire la distinction entre « upload » et « download ».
5Cette petite re´cre´ation provient de discussions avec Anh-Tuan Gai.
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Remarquons que cette analyse tient de`s que la capacite´ d’« upload » des
nœuds est limite´e. Nous allons voir un peu plus loin un algorithme optimal
ou` la capacite´ de « download » de chaque nœud est e´gale a` la capacite´
d’« upload ». Ceci montre bien la nature intrinse`quement syme´trique du
proble`me.
De plus, cette analyse montre l’inte´reˆt de de´couper le fichier en blocs.
Cependant, une taille trop petite de bloc n’est pas envisageable pour deux
raisons. La premie`re est due a` la mise en route de TCP6 qui ne permet pas
d’atteindre un de´bit maximal sur un volume de donne´es a` transfe´rer trop
faible. La deuxie`me, plus le´ge`re, vient de la ve´rification des blocs. L’inte´grite´
de chaque bloc est ve´rifie´e par le te´le´chargement pre´alable des empreintes
des blocs (calcule´es par MD57 ou SHA18). Cette ope´ration a un couˆt non
ne´gligeable si le nombre de blocs est trop grand9.
Donnons a` titre de cas d’e´cole un algorithme d’ordonnancement optimal.
Le protocole suppose simplement que chaque nœud peut recevoir et envoyer
un bloc tous les 1/b. Les nœuds sont nume´rote´s de 0 a` n− 1, la source ayant
le nume´ro s = 0. Les nume´ros des nœuds sont lus comme des nombres entiers
de l − 1 bits (l = dlog2 ne) avec les bits de poids fort a` gauche.
Diffusion de fichier de pair a` pair ordonnance´e avec 2l nœuds
1. La source donne le bloc i au temps i/b au nœud 1 <<< i (ou` a <<< k
de´signe l’ope´ration de de´calage circulaire des bits de a de k positions
vers la gauche modulo l).
2. Au temps t/b, chaque nœud u redonne le dernier bloc rec¸u a` u⊕ (1 <
<< t) (⊕ de´signe le ou exclusif bit a` bit).
L’ide´e de l’algorithme est que le bloc i est posse´de´ (et redistribue´ mis a` part
a` la dernie`re e´tape) par :
– le nœud 1 <<< i au temps (i+ 1)/b,
6 TCP : « Transfert Control Protocol »
7 MD5 : « Message Digest 5 »
8 SHA1 : « Secure Hash Algorithm 1 »
9A` l’extreˆme, on peut envisager d’avoir une empreinte de chaque paquet envoye´ sur le
re´seau, soit 20 octets d’empreinte pour 1000 octets de donne´es environ, ce qui induit un
surcouˆt de 2 %. Ce surcouˆt est ne´anmoins raisonnable et l’ide´e de ve´rifier les donne´es au
niveau de chaque paquet peut eˆtre envisage´e dans certains contextes (par exemple, pour
de´tecter quels nœuds fournissent des donne´es errone´es dans le contexte de BitTorrent ou`
un bloc serait te´le´charge´ depuis plusieurs pairs).
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– les nœuds 1 <<< i et 11 <<< i au temps (i+ 2)/b,
– ...
– les nœuds b1 · · · bk1 <<< i au temps (i+ k + 1)/b,
– ...
– tous les nœuds au temps (i+ l + 1)/b.
A` la dernie`re phase, tous les nœuds dont le bit en position i vaut 1 donnent
le bloc a` tous ceux qui ont ce bit a` 0. (La transmission vers s = 0 qui est
la source est inutile.) Tous les nœuds implique´s dans les redistributions des
blocs suivants diffe`rent par le bit a` cette position et il n’y a donc pas de
conflit (a` un instant donne´, les nœuds implique´s dans la phase en court d’un
bloc donne´ forment bien des ensembles disjoints). Du point de vue du graphe
de connexion, les nœuds sont organise´s en hypercube puisque chaque nœud
e´change des blocs avec les nœuds dont le nume´ro diffe`re d’un bit. Au temps
t/b, les nœuds s’e´changent deux a` deux des blocs (chacun envoie un bloc a`
celui dont le nume´ro diffe`re par le bit en position t modulo l). Le trafic est
donc parfaitement syme´trique : a` chaque instant, chaque nœud envoie un
bloc et rec¸oit un bloc.
Une autre manie`re de voir le graphe est une union de l arbres areˆtes
disjoints enracine´s aux nœuds du type 1 <<< i. Chaque bloc est diffuse´ le
long d’un de ces arbres. Ce type de construction a de´ja` e´te´ produit dans
l’e´tude de la diffusion dans une machine paralle`le dont les processeurs sont
relie´s via un hypercube [12].
Cet algorithme se termine au bout d’un temps 1 + l/b (le dernier bloc a
nume´ro b − 1). Pour atteindre l’optimal, il faut que la source participe a` la
diffusion du dernier bloc. Pour cela, il suffit que la source donne le dernier
bloc au nœud 1 <<< t au temps t/b. La dernie`re phase sera alors inutile pour
ce dernier bloc, ce qui permet finalement d’obtenir un algorithme optimal.
Dans le cas ou` le nombre de nœuds n’est pas une puissance de 2, il est
possible d’adapter l’algorithme en regroupant les nœuds en groupes de puis-
sances de 2. S’il montre que l’optimal est atteignable, cet algorithme n’est
malheureusement pas tre`s utilisable en pratique. En effet, il pre´suppose que
tous les nœuds cibles sont connus a` l’avance. C’est le cas dans une mise a` jour
d’un parc de machines par exemple, ou lorsqu’il s’agit de diffuser le fichier a`
une liste d’abonne´s... Mais le de´faut principal de cet algorithme re´side dans
l’hypothe`se que tous les nœuds sont fiables. Il suffit qu’un nœud tombe en
panne pour perturber tout le processus. Dans le cas ou` les nœuds arrivent et
partent de manie`re continue, et ont des capacite´s d’upload variables, BitTor-
rent [5] est sans doute la solution la plus e´volue´e a` l’heure actuelle. Pour ne
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pas laisser le lecteur dans l’expectative, donnons-en rapidement l’algorithme
ici.
BitTorrent [5]
1. Chaque client se connecte a` une centaine d’autres et e´change avec eux la
« bitmap » des blocs qu’il posse`de (un nœud spe´cial appele´ « tracker »
est charge´ de mettre les clients inte´resse´s par le te´le´chargement du
fichier en relation).
2. Un client re´pe`te en continu le processus suivant jusqu’a` ce que le pro-
gramme soit arreˆte´ par l’utilisateur (une fois le fichier re´cupe´re´, le client
continue de le redistribuer) :
(a) Chaque client demande un bloc a` chacun des autres clients (les
blocs qui paraissent les plus rares sont demande´s de pre´fe´rence).
(b) Chaque client ne sert qu’une partie des demandes qui lui sont
adresse´es selon le principe d’« un preˆte´ pour un rendu » :
– les trois clients qui lui ont le plus donne´ dans les 10 dernie`res
secondes sont servis de pre´fe´rence,
– une quatrie`me demande se´lectionne´e au hasard est de plus ho-
nore´e.
Le point cle´ de BitTorrent re´side dans l’utilisation du principe du « preˆte´
pour un rendu » dans le choix de redistribution du fichier, ce qui est une
heuristique connue en the´orie des jeux pour re´soudre le dilemme du « te´le´-
chargeur e´go¨ıste » (ou « free-rider » en anglais) qui veut te´le´charger le fichier
en utilisant le moins possible sa capacite´ d’upload.
Un proble`me similaire consiste a` diffuser un flot de donne´es continu, au-
dio ou vide´o par exemple, de pair a` pair. Si l’utilisation d’une topologie en
hypercube paraissait naturelle dans une ope´ration synchrone des e´changes
de blocs de fichiers, elle ne tient plus dans le cadre asynchrone ge´ne´ral d’un
re´seau de pair a` pair. Nous allons voir qu’une approche par arbres de degre´s
fixes nous conduit naturellement a` la structure de graphe de Bruijn.
Diffusion d’un flot continu
La diffusion d’un flot continu s’apparente au proble`me du multicast. Ce-
pendant, dans le contexte du pair a` pair, seuls les nœuds inte´resse´s par le flot
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participent a` sa redistribution et ressemble donc plus a` un proble`me de diffu-
sion continu dans un re´seau logique. Ce proble`me admet des solutions assez
e´videntes si l’on ne se donne pas les contraintes suivantes assez naturelles :
– chaque client n’est preˆt a` consommer qu’une partie minimale de son
upload,
– le de´lai doit eˆtre de l’ordre du de´lai de diffusion optimale.
Une solution pour cela consiste a` construire une famille de d arbres de
degre´ d qui soient nœuds internes disjoints (chaque nœud est interne dans
un arbre et feuille dans les d − 1 autres). L’algorithme introduit dans le
papier se´minal de SplitStream [2] consiste alors a` utiliser chacun des arbres a`
tour de roˆle pour diffuser les paquets du flot. L’utilisation d’arbres de degre´s
d > 1 garantie un de´lai proche de l’optimal. Chaque nœud doit retransmettre
l’e´quivalent d’un flot en de´bit, ce qui est le minimum viable pour que chacun
rec¸oive le flot. Maintenir une telle famille cohe´rente d’arbres est cependant
loin d’eˆtre e´vidente dans un contexte ou` les nœuds arrivent et partent en
continu. L’algorithme propose´ dans [2] utilise une table de hachage distribue´e
et un processus de reconstruction des arbres qui ne´cessite que certains nœuds
acceptent d’utiliser une partie plus importante de leur upload pour donner
le mou ne´cessaire permettant de limiter l’ampleur des reconstructions. La
figure 3.3 illustre deux arbres de degre´ 2 nœuds internes disjoints construite
a` partir d’un graphe de Bruijn (et non d’un hypercube comme dans [2]).
Dans [9], nous proposons de construire une famille d’« arbres clusters »
pour e´viter un processus de reconstruction et garantir une charge d’upload
toujours e´gale au de´bit du flot pour chaque nœud. Pour cela, nous utilisons
des clusters de quelques nœuds pour la retransmission. La taille de ces clus-
ters peut varier sans changer la charge de ses membres. Il suffit d’un nœud
vivant dans chaque cluster pour assurer la pe´rennite´ du flot.
Diffusion par d arbres de clusters
1. Un chef de cluster est e´lu dans chaque cluster.
2. La source transmet les paquets aux chefs des d clusters racine a` tour
de roˆle.
3. Quand un chef de cluster rec¸oit un paquet,
(a) il le retransmet a` un de´le´gue´ dans son cluster charge´ de retrans-
mettre aux autres membres du cluster (le roˆle de de´le´gue´ tourne
a` chaque fois),
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Fig. 3.3 – Deux arbres de degre´ 2 nœuds internes disjoints dans le graphe
de Bruijn a` 16 sommets et dans le graphe de Bruijn a` 8 sommets.
(b) si le cluster est nœud interne pour l’arbre implique´ dans la diffusion
de ce paquet, il le retransmet aux d chefs des clusters fils dans
l’arbre.
Nous proposons en fait d’utiliser 2 familles de d arbres de clusters avec
un chef diffe´rent selon la famille utilise´e. De plus, a` l’inte´rieur d’une famille
un cluster qui est nœud interne dans un arbre est feuille dans les d − 1
autres arbres. La source utilise ainsi un cycle de longueur 2d dans l’envoi des
paquets aux racines d’une famille puis de l’autre. La figure 3.4 illustre les
arbres utilise´s dans cet algorithme de diffusion avec n = 26 et d = 2 : les
chefs de clusters sont colore´s en plein ; les arcs internes au clusters changent
en fonction des de´le´gue´s.
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Fig. 3.4 – Une famille de deux arbres de clusters construite a` partir du graphe
de Bruijn a` 8 sommets. (Les arcs fins et grise´s fournissent une deuxie`me
famille de deux arbres.)
Analysons la charge d’upload d’un nœud selon la taille m de son cluster :
– Si m = 1, on se retrouve dans le cas de SplitStream ou` le seul nœud
qui est donc deux fois chef doit retransmettre d fois 2 paquets sur 2d.
– Si m = 2, chacun des deux chefs retransmet d + 1 fois un paquet sur
2d et une fois d− 1 paquets sur 2d.
– Si m > 2, les deux chefs fournissent toujours le meˆme travail, tandis
que les de´le´gue´s retransmettent m− 2 fois un paquet sur m− 2.
Dans tous les cas, la charge d’upload d’un nœud est e´gale au de´bit du flot.
Ce regroupement en cluster permet alors de regrouper un nombre variable
de nœuds en un nombre de clusters de la forme ld. (On sait construire des
arbres areˆtes disjoints de temps de diffusion optimale mais qui n’ont pas degre´
constant et qui ne sont pas nœuds internes disjoints.) La difficulte´ consiste
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alors a` former les clusters de manie`re distribue´e et a` construire d arbres de
clusters qui soient clusters internes disjoints.
Un paradigme simple pour former les clusters consiste a` laisser chaque
nœud choisir un identifiant au hasard e´crit en base d et a` regrouper ensemble
les nœuds qui ont meˆme pre´fixe d’identifiant de longueur l. (La longueur l
peut eˆtre de´cide´e par la source et changer au cours du temps en e´tant incluse
dans l’en-teˆte de chaque paquet par exemple.)
La structure en hypercube expose´ plus toˆt n’est pas utilisable ici pour
construire les arbres car la contrainte d’e´galite´ en upload impose la construc-
tion d’arbres de degre´ constant d. Une structure qui s’impose alors assez
naturellement est celle du graphe de Bruijn ou` les clusters fils d’un cluster de
pre´fixe d’identifiant x1 · · ·xl sont ceux de pre´fixes d’identifiants 1x1 · · ·xl−1,
2x1 · · ·xl−1, ... dx1 · · ·xl−1 obtenus par de´calage et rajout d’un nouveau chiffre.
(Une construction similaire en de´calant les bits vers la gauche permet de
construire l’arbre binaire de la structure de tas.) En utilisant les clusters de
pre´fixes d’identifiant 1 · · ·1,... ,d · · ·d, on obtient d arbres clusters internes
disjoints. En de´calant de manie`re syme´trique vers la gauche on obtient une
deuxie`me famille de d arbres clusters internes disjoints de meˆmes racines. La
figure 3.4 donne un exemple obtenu pour un pre´fixe de longueur 3 avec d = 2.
Discussion
La diffusion est une brique e´le´mentaire de l’algorithmique des re´seaux.
C’est pourquoi les algorithmes de diffusion ne doivent utiliser qu’une in-
formation obtenue localement tout en assurant des proprie´te´s globales, une
espe`ce de queˆte re´currente en algorithmique distribue´e. D’un autre coˆte´, la
diffusion dans un re´seau logique peut s’apparenter a` la proble´matique du
« multicast » ou` il s’agit de construire des arbres entre les nœuds du re´seau.
Notons cependant le cas du protocole BitTorrent qui garde une approche
purement locale lui confe´rant une forte robustesse a` la volatilite´ des nœuds
et a` leur he´te´roge´ne´ite´, mais sans garantie de de´lai sur le temps de diffusion
d’un bloc du fichier.
Bibliographie
[1] C. Adjih, P. Jacquet, and L. Viennot. Computing connected dominated
sets with multipoint relays. Ad Hoc and Sensor Wireless Networks, 1(1-
2), january 2005.
[2] M. Castro, P. Druschel, A. Kermarrec, A. Nandi, A. Rowstron, and
A. Singh. Splitstream : High-bandwidth multicast in cooperative en-
vironments. In Proc. of the 19th ACM Symp. on Operating Systems
Principles (SOSP), 2003.
[3] T. Clausen, P. Jacquet (editors), C. Adjih, A. Laouiti, P. Minet, P. Muh-
lethaler, A. Qayyum, and L.Viennot. Optimized link state routing pro-
tocol (olsr). RFC 3626, October 2003. Network Working Group.
[4] T. Clausen, N. Larsen, T. Olesen, and L. Viennot. Investigating data
broadcast performance in mobile ad hoc networks. In The 5th Inter-
national Symposium on Wireless Personal Multimedia Communications
(WPMC), october 2002. Honolulu.
[5] B. Cohen. Incentives build robustness in bittorrent. In Workshop on
Economics of Peer-to-Peer Systems, 2003.
[6] ETSI STC-RES10 Committee. Radio equipment and systems : High
performance radio local area network type 1, functional specifications.
Technical Report ETS 300-652, ETSI, December 1995.
[7] U. Feige. A threshold of ln n for approximating set cover. JACM, 1998.
[8] P. Felber and E.W. Biersack. Self-scaling networks for content distribu-
tion. In Proceedings of the International Workshop on Self-* Properties
in Complex Information Systems (Self-*), 2004.
[9] A.T. Gai and L. Viennot. Prefixstream : A balanced, resilient and in-
centive peer-to-peer multicast algorithm. Technical report, Inria, 2005.
51
52 BIBLIOGRAPHIE
[10] P. Jacquet, A. Laouiti, P. Minet, and L. Viennot. Performance analysis
of olsr multipoint relay flooding in two ad hoc wireless network models.
In The second IFIP-TC6 NETWORKING Conference, may 2002. Pise.
[11] Philippe Jacquet, Pascale Minet, Paul Muhlethaler, and Nicolas Ri-
vierre. Increasing reliability in cable-free radio LANs : Low level forwar-
ding in HIPERLAN. Wireless Personal Communications, 4(1) :65–80,
January 1997.
[12] S. L. Johnsson and C.-T. Ho. Optimum broadcasting and personali-
zed communication in hypercubes. IEEE Transactions on Computers,
38(9) :1249–1268, 1989.
[13] A. Laouiti, A. Qayyum, and L. Viennot. Multipoint relaying : An effi-
cient technique for flooding in mobile wireless networks. In 35th Annual
Hawaii International Conference on System Sciences (HICSS’2001).
IEEE Computer Society, 2001.
[14] J. Wu and F. Dai. A generic distributed broadcast scheme in ad hoc
wireless netw orks. In ICDCS, 2003.
Chapitre 4
De l’un vers tel autre
Nous conside´rons ici le cas le plus classique du routage : celui ou` il s’agit
de trouver une route jusqu’a` un nœud pre´cise´ment identifie´, les routeurs du
re´seau posse`dent par exemple un identifiant de routeur (« routeur ID ») ou
une adresse priviligie´e (« main address »).
4.1 En connaissant le graphe (protocoles clas-
siques)
Le protocole de routage historique d’Internet qui porte le nom de RIP1
est sans doute le protocole de routage le plus simple (un seul format de
paquets de controˆle e´change´s) et le plus e´le´gant algorithmiquement.Il s’agit
d’une version distribue´e de l’algorithme de plus courts chemins de Bellman-
Ford [1, 9].
Routage par vecteur de distances (RIP)
1. Chaque nœud e´change re´gulie`rement avec ses voisins un vecteur de dis-
tances spe´cifiant, pour chaque destination connue, sa distance estime´e
en nombre de sauts.
2. Pour atteindre une destination, un nœud choisit son voisin le plus
proche de la destination et estime sa distance a` 1 de plus que celui-
ci.
1 RIP : « Routing Information Protocol »
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La validite´ de cet algorithme est analyse´e plus en de´tail au paragraphe 6.1.
Le principal de´faut de ce protocole est sa faible tole´rance au dynamisme du
re´seau. Ainsi si un nœud tombe en panne, ses voisins vont successivement se
choisir les uns les autres comme prochain saut pour l’atteindre. Ils ne de´tec-
teront la de´faillance du nœud que lorsque la distance estime´e atteint l’infini
(qui vaut typiquement 16 pour ce protocole). C’est le proble`me du comptage
a` l’infini (« count to infinity »). Outre son temps de convergence un peu
lent, le principal proble`me re´side dans l’existence de boucles durant toute
sa dure´e. Il existe diffe´rentes techniques pour re´duire les cas de comptage a`
l’infini. La plus robuste consiste a` e´changer des vecteurs de chemins plutoˆt
que de simples vecteurs de distance. Cela offre l’avantage de pouvoir de´tecter
imme´diatement les boucles qui sont ainsi e´vite´es. Cette variante est notam-
ment utilise´e dans le protocle BGP2 qui est le protocole de routage utilise´
entre les syste`mes autonomes d’Internet.
Routage par vecteur de chemins (BGP)
1. Chaque nœud e´change avec ses voisins un vecteur de chemins spe´cifiant,
pour chaque destination connue, le chemin qui lui permet de l’atteindre.
2. Pour atteindre une destination, un nœud u choisit son voisin de plus
court chemin jusqu’a` la destination (les chemins qui contiennent u sont
ignore´s). Le chemin jusqu’a` la destination s’obtient en ajoutant l’iden-
tifiant du voisin au de´but de son chemin.
Pour le routage a` l’inte´rieur d’un re´seau, un nouveau protocole est venu
supplanter RIP, son nom est OSPF3. L’ide´e consiste a` donner la connaissance
du graphe de connexion a` tous les nœuds du re´seau. Il en re´sulte un protocole
assez complexe (toute la base de donne´es repre´sentant le re´seau doit eˆtre
spe´cifie´e) mais a` l’algorithmique extreˆmement simple : chaque nœud calcule
les plus courts chemins localement par un algorithme se´quentiel (comme celui
de Dijkstra [8] par exemple).
Routage par e´tats de liens (OSPF)
1. Chaque nœud de´couvre ses voisins par l’e´change re´gulier de messages
« hello ».
2 BGP : « Border Gateway Protocol »
3 OSPF : « Open Shortest Path First »
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2. Chaque nœud diffuse re´gulie`rement dans le re´seau la liste de ses voisins.
3. Chaque nœud calcule un arbre de plus courts chemins vers toutes les
destinations connues pour construire sa table de routage.
En cas de panne, le nœud qui de´tecte la perte d’un lien peut imme´diate-
ment diffuser dans tout le re´seau une nouvelle liste de voisins qui invalide la
pre´ce´dente. (Ce sont ces listes de voisins qui sont appele´es e´tats de liens et
diffuse´e dans des messages du nom de « link state advertisement ».) Ainsi,
tous les nœuds peuvent rapidement mettre a` jour leur vision du re´seau et
leur table de routage. Toute la difficulte´ d’OSPF re´side dans la cohe´rence
des visions du re´seau de chaque nœud. Pour cela, la gestion des nume´ros
de se´quence, qui permettent d’identifier la liste de voisins la plus a` jour, est
critique.
Enfin, il faut noter que les deux protocoles de routage ci-dessus reposent
sur l’hypothe`se que les liens sont syme´triques. En effet, dans RIP, un routeur
va utiliser comme prochain saut un routeur dont il a rec¸u un message annon-
c¸ant la destination. Dans OSPF, seuls les liens syme´triques sont diffuse´s.
4.2 En connaissant un sous-graphe
Les algorithmes ci-dessus calculent des plus courts chemin du graphe de
connexion entier. Dans certains cas, il peut eˆtre inte´ressant de ne calculer les
routes que d’apre`s un sous-graphe. C’est par exemple le cas des re´seaux ad
hoc ou` le graphe de connexion peut eˆtre extreˆmement dense.
4.2.1 Routage ad hoc par e´tats de liens
Dans OLSR [3], nous proposons une adaptation du principe de OSPF
aux re´seaux ad hoc. Conside´rons tout d’abord une analyse rapide du couˆt
qu’aurait OSPF en ad hoc. Un re´seau ad hoc peut posse´der O(n2) liens.
Si chaque nœud diffuse re´gulie`rement la liste de ses voisins, on obtient un
trafic en O(n3). Nous avons de´ja` vu comment l’utilisation de la diffusion
par multipoints relais permet de multiplier le couˆt de la diffusion par un
facteur m/d (dans le cas d’un re´seau tre`s dense, ce facteur peut atteindre
log n/n). De plus, le protocole OLSR propose de ne diffuser que la liste des
multipoints relais se´lecteurs, ce qui permet encore de gagner un facteur m/d.
Les multipoints relais se´lecteurs d’un nœud sont l’ensemble de ses voisins
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qui l’ont choisi pour multipoint relai. Chaque nœud calcule donc ses routes
sur le graphe oriente´ constitue´ par l’ensemble des liens multipoint relai vers
multipoint relai se´lecteur et l’ensemble des liens vers ses voisins :
Routage par multipoints relais (OLSR)
1. Chaque nœud e´met re´gulie`rement un message « hello » avec la liste de
ses voisins et de ses multipoints relais.
2. Chaque nœud diffuse re´gulie`rement par inondation par multipoints re-
lais la liste des voisins qui l’ont pris pour multipoint relai.
3. Pour construire sa table de routage, chaque nœud calcule un arbre de
plus courts chemins sur le sous-graphe constitue´ par les liens vers ses
voisins et les liens multipoint relai – nœuds qui sont diffuse´s dans le
re´seau.
Notons que les liens nœud – multipoint relai sont utilise´s en sens inverse par
rapport aux diffusions multipoint relai ainsi qu’illustre´ par la figure 4.1 qui
montre une route calcule´e par la source s pour atteindre u.
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Fig. 4.1 Meˆme si les routes sont calcule´es sur un sous-graphe, on peut montrer que
ce sont des routes de plus court chemin pour le graphe de connexions entier.
Donnons-en la preuve ici : montrons par re´currence sur d que tout nœud a`
distance d est atteint par une route optimale. Pour d = 1, cela provient de
l’inclusion des liens avec les voisins dans la topologie. Supposons la proprie´te´
vraie pour d ≥ 1 et conside´rons un nœud u a` distance d + 1 ≥ 2. u posse`de
force´ment un voisin v a` distance d et v un voisin w a` distance d − 1. u doit
donc posse´der un multipoint relai m qui couvre w. Comme m est a` distance
au plus d, l’hypothe`se de re´currence nous permet de conclure a` l’existence
d’une route optimale de longueur d + 1 jusqu’a` u en passant par m. Cela
termine la preuve.
Nous touchons la` a` un des aspects les plus e´le´gants d’OLSR, les multi-
points relais permettent a` la fois d’optimiser la diffusion et de de´finir une
sous-topologie suffisante pour la construction de routes optimales. Cette op-
timisation a ne´anmoins un de´faut par rapport a` OSPF : un nœud ne peut
pas calculer la table de routage d’un autre nœud dont il ne connaˆıt pas le voi-
sinage. De tels calculs sont, par exemple, utilise´s dans MOSPF4, le protocole
de routage multicast base´ sur OSPF.
4 MOSPF : « Multicast extensions to OSPF »
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On peut aussi se poser la question a` l’envers : quelles sont les sous-
topologies qui permettent d’obtenir des routes optimales ? L’inclusion des
liens avec les voisins est ne´cessaire. Conside´rons un nœud u a` distance 2,
il est ne´cessaire qu’un lien avec un des voisins soit connu. Si l’on suppose
que tous les nœuds connaissent les meˆme liens pour les nœuds a` plus de deux
sauts (comme ces liens doivent eˆtre diffuse´s, cette hypothe`se est raisonnable),
l’ensemble des liens qui connectent a` u de´finit ne´cessairement un ensemble
de multipoints relais pour u (tout nœud a` distance 2 de u peut atteindre u
par l’un de ces liens). La notion de multipoint relai apparaˆıt donc de manie`re
intrinse`que dans le proble`me de diffuser une sous topologie la plus petite
possible qui soit suffisante pour construire des routes optimales.
On pourrait ne´anmoins pousser l’optimisation plus loin dans le contexte
du routage de proche en proche (« hop by hop »). En effet, il n’est pas
ne´cessaire qu’un nœud connaisse une route optimale pour que le paquet suive
ne´anmoins une route optimale. Il suffit simplement que le nœud suivant sur la
route soit un saut moins loin de la destination. S’il ne semble pas e´vident de
de´finir un protocole sur ce principe, une approche similaire consiste a` diffuser
les e´tats de liens plus fre´quemment a` courte distance qu’a` longue distance.
Pour cela, il suffit d’e´mettre re´gulie`rement des messages d’e´tats de liens avec
des TTLs croissants. L’optimisation se fait alors au de´triment de la fraˆıcheur
des informations et donc de l’optimalite´ des routes. L’ide´e est que la vision
de la topologie doit eˆtre de plus en plus fine a` mesure que l’on se rapproche
de la destination. Voir [14] pour une analyse de cette technique.
Expliquons enfin une dernie`re subtilite´ d’OLSR : pourquoi les nœuds
diffusent-ils leur liste de multipoints relais se´lecteurs plutoˆt que simplement
leur liste de multipoints relais ? La raison est de pouvoir re´agir efficacement
lorsqu’un lien casse. La cassure d’un lien doit eˆtre re´percute´e sur la vision
ge´ne´rale de la topologie assez rapidement lorsqu’il s’agit d’un lien entre un
nœud et un multipoint relai. Dans ce cas, le multipoint relai se´lecteur peut
imme´diatement diffuser une nouvelle liste ou` le lien casse´ n’apparaˆıt plus, ce
qui l’invalidera dans les bases de donne´es des autres nœuds. Toute source de
trafic qui utilise ce lien est assure´e de recevoir cette information car le mes-
sage diffuse´ va suivre la route dans le sens inverse. Ainsi, dans l’exemple de
la figure 4.1, si le lien bc casse, b pourra envoyer imme´diatement une nouvelle
liste de MPR se´lecteurs ne contenant pas c que la source s de traffic vers u est
assure´e de recevoir. Si l’invalidation du lien e´tait diffuse´e par le multipoint
relai se´lecteur plutoˆt que le multipoint relai, on ne serait pas assure´ de la pro-
pagation du message jusqu’aux sources de trafic utilisant le lien. Il faudrait
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d’abord que le nœud recalcule ses multipoints relais, informe ses nouveaux
multipoints relais (par un message « hello ») avant de pouvoir effectuer une
diffusion qui atteigne les sources de trafic concerne´es. De plus, si jamais le
re´seau est de´connecte´ par la cassure du lien, le nœud n’a aucune chance de
pouvoir les contacter.
Dans [5, 4], nous comparons par des simulations les performances de
OLSR avec celles de protocoles re´actifs tels que AODV qui est de´crit un
peu plus loin au paragraphe 4.3. Dans [6], nous e´tudions le compromis entre
l’optimisation de OLSR par la re´duction de la sous-topologie diffuse´e (en fai-
sant varier le parame`tre de « MPR coverage » de´crit au paragraphe 3.2) et
la fiabilite´ de l’acheminement des paquets obtenus.
4.2.2 Routage petit monde
Jon Kleinberg [10] a donne´ une vision algorithmique des petits mondes
qu’il serait dommage de ne pas citer dans ce chapitre. La notion de « petit
monde » (dans le domaine des graphes) est due a` Milgram [12], un sociologue
qui mena une expe´rience sur le graphe des connaissances entre les hommes.
Il donna quelques lettres mentionnant un destinataire, sa ville de re´sidence
et son me´tier a` des personnes choisies au hasard. La consigne pour elles
e´tait de faire passer la lettre a` une connaissance susceptible de connaˆıtre le
destinataire. Environ 40 % des lettres arrive`rent avec une moyenne de 5 ou 6
sauts. La conclusion de Milgram fut que le monde e´tait effectivement petit.
Watts et Strogatz [15] tente`rent de mode´liser les proprie´te´s des graphes petits
mondes, mais Kleinberg donna une vision algorithmique [10] de l’expe´rience
de Milgram qui est aujourd’hui a` l’origine de toute une se´rie de re´sultats
tournant autour du routage.
Ce qui surprend le plus Kleinberg dans l’expe´rience de Milgram n’est pas
tant l’existence de chemins courts mais le fait qu’on arrive a` les trouver. En
effet, si le graphe e´tait ale´atoire, il existerait des chemins courts mais difficiles
a` trouver. Pour expliquer cela, il mode´lise le graphe des connaissances par
un tore de dimension d (la profession, le lieu de re´sidence, ... peuvent eˆtre
vus comme une position dans un espace de dimension d qui mode´lise les
interactions sociales). De plus, il suppose l’existence de liens ale´atoires (duˆs
aux rencontres fortuites de la vie). Le graphe est ainsi constitue´ d’un graphe
re´gulier connu de tous plus des liens ale´atoires propres a` chacun. Kleinberg
de´finit ainsi l’algorithme de routage glouton suivant :
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Routage petit monde
1. Parmi tous ses voisins dans le tore plus ses voisins ale´atoires, un nœud
fait passer le message a` celui qui est le plus pre`s de la destination pour
la distance dans le tore.
Kleinberg montre que si chaque nœud a un lien ale´atoire et que ce lien ale´a-
toire me`ne a` un nœud a` distance x avec probabilite´ proportionnelle a` 1/xd,
alors l’algorithme de routage ci-dessus me`ne a` destination en O(log2 n) e´tapes
avec forte probabilite´. Le lien ale´atoire doit eˆtre choisi avec cette probabilite´
pre´cise car le nombre de nœuds a` distance au plus x de la destination est de
l’ordre de xd.
Notons que la distance dans le tore a` la destination diminue toujours. De
plus, un nœud a` distance 2x de la destination a une probabilite´ Θ(1) d’avoir
un lien vers un nœud a` distance infe´rieure a` x de la destination. Au bout de
log n e´tapes, la probabilite´ de trouver un tel lien devient forte, ce qui donne la
complexite´ globale en O(log2 n). Une fois qu’on a atteint un nœud a` distance
au plus O(logn) de la destination, le routage petit monde se comportant
au moins aussi bien que le routage dans le tore, on est assure´ d’atteindre la
destination en O(logn).
Une application naturelle de ce paradigme re´side dans la construction de
tables de hachages distribue´es (voir le paragraphe 5.4). D’autre part, il reste
un graphe ce´le`bre ou` il reste difficile de trouver des chemins. Il s’agit du
graphe du web. On sait qu’il existe des chemins courts entre les pages web de
la composante fortement connexe ge´ante [2], mais on ne sait pas comment les
trouver sans explorer la composante entie`re. Utiliser le routage a` la Kleinberg
dans ce contexte semble une piste inte´ressante.
4.3 Sans rien connaˆıtre du graphe (routage
re´actif)
L’inondation qui permet d’atteindre tous les nœuds d’un re´seau dont on
ignore la topologie peut eˆtre utilise´e pour atteindre un nœud particulier. Ce
me´canisme peut ensuite eˆtre comple´te´ et optimise´ pour cette utilisation.
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Construction de routes par inondation
L’inondation est ainsi utilise´e de manie`re se´duisante dans les protocoles de
routage ad hoc dits re´actifs : toute route est construite a` la demande lorsque le
premier paquet est envoye´. La source de´clenche alors une inondation. Lorsque
la destination rec¸oit le message, une route est e´tablie : la suite des nœuds qui
ont retransmis le message de la source a` la destination. Cette approche est
tre`s se´duisante dans un re´seau ou` il y a peu de routes actives. Dans le cas ou`
une seule route serait cre´e´e dans le re´seau par exemple, une seule diffusion
est ne´cessaire. On imagine mal un protocole de routage ge´ne´rant moins de
trafic que cela.
Si chaque nœud retient par qui il a rec¸u un message d’inondation initie´
par un nœud origine, on obtient un arbre enracine´ au nœud origine. Une
inondation permet donc de construire des routes de n’importe quel nœud
vers le noeud origine. Dans un re´seau de n nœuds, n inondations sont donc
suffisantes pour construire des routes de tout nœud vers tout nœud avec un
couˆt de n2 messages.
En pre´sence de liens unidirectionnels, cette technique soule`ve un petit pro-
ble`me technique5 : si l’inondation passe par un lien unidirectionnel, la route
construite peut le contenir et sera inutilisable pour un trafic de donne´es.
Dans certaines configurations, il se peut que l’inondation passe toujours en
priorite´ par un lien unidirectionnel. Dans la figure 4.2 ci-contre par exemple,
le nœud c recevra toujours un message inonde´ par a par le lien unidirection-
nel a → c avant de le recevoir par b. Aussi la route abcd ne pourra jamais
b
a
d
c
Fig. 4.2 eˆtre construite. Deux solutions sont alors possibles : de´tecter les liens uni-
directionnels ou mettre sur une liste noire un nœud qu’on suspecte d’eˆtre a`
l’origine d’un lien unidirectionnel (les messages en sa provenance sont alors
ignore´s).
Construire les routes par inondation soule`ve un autre handicap : on peut
obtenir des routes non optimales en nombre de sauts, ce qui peut couˆter tre`s
cher en bande passante puisque les paquets de donne´es transitant sur la route
devront eˆtre e´mis une ou plusieurs fois de plus qu’en utilisant une route opti-
male. Dans [7], nous proposons une analyse permettant d’estimer la longueur
moyenne des routes obtenues par inondation dans le cas d’un re´seau unidi-
mensionnel de forte densite´ (une route embouteille´e de ve´hicules futuristes
5Ce point a e´te´ releve´ par Philippe Jacquet, que l’honneur lui en revienne au moins
dans ce document a` de´faut des spe´cifications des protocoles qui ont inte´gre´ ses remarques.
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par exemple). Nous avons ainsi pu montrer que les routes par inondation
sont en moyenne 4/3 plus longues que l’optimal. Dans le cas bidimensionnel,
le proble`me est encore ouvert, les simulations laissent conjecturer un fac-
teur 5/3 dans le mode`le du graphe de disques unitaires avec une distribution
continue de nœuds. Citons le premier pas [11] de Dmitri Lebedev et Jean-
Marc Steyaert qui analysent le cas bidimensionnel quand l’inondation n’est
propage´e que dans le quartant ou` se trouve la destination recherche´e.
Pour obtenir des routes de longueur optimale, nous avons de plus pro-
pose´ une technique d’inondation plus lourde [7] : si un message est rec¸u une
nouvelle fois mais en ayant fait un nombre de sauts moindre, alors il est a` nou-
veau retransmis. Cette technique garantie l’optimalite´ des routes obtenues si
la destination choisit la route emprunte´e par un paquet d’inondation ayant
fait un minimum de sauts. Les simulations montrent que le nombre d’e´mis-
sions s’en trouve multiplie´ par deux environ sur des sce´narios classiques.
Dans la philosophie originelle des concepteurs de protocoles re´actifs, il
fallait e´viter tout trafic de controˆle en cas d’inactivite´ du re´seau. Mis a` part de
basses raisons de furtivite´ militaire, on comprend mal l’inte´reˆt de ce pre´cepte.
En effet, cela n’empeˆche pas les batteries des re´cepteurs en e´coute de se vider,
cela e´conomise de la bande passante lorsqu’il n’y a pas de trafic, et surtout
cela interdit d’utiliser une technique de diffusion plus optimise´e que la brutale
inondation (voir le chapitre 3).
Inondation par TTLs croissants
Notons tout de meˆme une optimisation propose´e par certains protocoles
re´actifs comme AODV6 [13] sous la de´nomination « expanding ring search » :
limiter le rayon de l’inondation par le champ TTL. La source tente ainsi une
suite d’inondations de plus en plus larges par des TTL de plus en plus grands
jusqu’a` recevoir une re´ponse de la destination.
L’inte´reˆt de cette technique n’est pas e´vident a priori. De´veloppons ici
cette question puisqu’elle est livre´e sans plus d’explication dans le protocole
AODV. Analysons tout d’abord le cas ou` l’on effectue une inondation de TTL
initial d suivi d’une inondation de TTL initial maximal si aucune re´ponse
n’est rec¸ue apre`s la premie`re inondation. Notons nd le nombre de nœuds
atteints par la premie`re inondation, et ed le nombre d’e´missions produites
par la premie`re inondation. Pour une destination atteinte au premier essai,
6 AODV : « Ad hoc On demand Distance Vector routing »
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on observe donc ed e´missions et n + ed sinon. Le nombre moyen d’e´missions
pour une destination ale´atoire du re´seau sera donc
nd
n
ed +
n− nd
n
(ed + n) = n+ ed − nd
La technique est donc utile de`s que ed < nd, ce qui est a` priori ve´rifie´ pour tout
d infe´rieur a` l’excentricite´ du nœud source. Le gain provient du fait qu’une
inondation ainsi borne´e atteint plus de nœuds qu’elle ne produit d’e´missions.
Par contre, plusieurs phases d’inondation successives ne permettent pas
force´ment d’ame´liorer encore les performances. En effet, supposons que l’on
tente des inondation de TTLs d, puis f , puis TTL maximal. Dans ce cas, le
nombre moyen d’e´missions devient :
nd
n
ed+
nf − nd
n
(ed+ ef ) +
n− nf
n
(ed+ ef + n) = n+
(
ed −
nd
n
ef
)
+ ef − nf
Ce qui offre un gain par rapport a` la strate´gie en deux phases avec TTL f
puis TTL maximal seulement quand ed
nd
<
ef
n
. Dans un mode`le de re´partition
ale´atoire uniforme de disques unitaires ou` ed = µpid
2 et nd = µpi(d + 1)
2
(µ est la densite´ de nœuds)7, on obtient la condition f
g+1
> d
d+1
avec n =
µpi(g + 1)2 (g est le TTL minimal permettant d’atteindre tous les nœuds).
Comme ef − nf n’est alors ne´gatif que pour f ≤ g, le gain n’est observe´ que
pour d petit et f proche de g. On imagine donc mal que cette technique puisse
be´ne´ficier de plus de trois ou quatre phases. La spe´cification d’AODV propose
quatre phases avec TTLs 1, 3, 5 et TTL maximal. Pour d = 3 et f = 5, la
condition garantissant un gain de la technique donne g ≤ 6, ce qui correspond
certainement aux sce´narios utilise´s dans les simulations qui ont permis de
mettre au point ces parame`tres. Une grande difficulte´ de la technique re´side
dans l’ignorance de g a priori. Commencer par une inondation de TTL 1
optimise ne´anmoins le processus dans presque tous les cas.
Discussion
Trouver son chemin est sans doute un tre`s vieux proble`me que l’on pour-
rait faire remonter a` des histoires de Minotaure. J’espe`re montrer dans ce
7Pour eˆtre plus pre´cis, il faudrait tenir compte du facteur r de non-optimalite´ des
routes obtenues par inondation que l’on peut estimer compris entre 3/5 et 1 d’apre`s le
paragraphe pre´ce´dent. On obtient alors ed = µpi(rd)
2 et nd = µpi(rd+1)
2. Cela ne change
pas sensiblement l’analyse qui est faite par la suite.
4.3. SANS RIEN CONNAIˆTRE DU GRAPHE (ROUTAGE RE´ACTIF) 63
document qu’il est toujours besoin de le revisiter. En ce qui concerne les
re´seaux, il faut cependant noter qu’on ne sait pas en ge´ne´ral identifier la
destination explicitement mais plutoˆt par une proprie´te´ qu’elle doit ve´rifier,
ce qui est le sujet du chapitre suivant.
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Chapitre 5
De l’un vers celui qui
Dans de nombreux cas, les routeurs ne connaissent pas toutes les destina-
tions possibles du re´seau. Dans ce cas, le proble`me consiste ge´ne´ralement a`
router vers le (ou un) routeur qui connaˆıt la destination. La destination peut
eˆtre spe´cifie´e de diverses manie`res : son adresse, celle qui posse`de le fichier
avec tel identifiant ou encore celle qui posse`de un fichier avec tel ou tel mot.
La de´couverte de service s’apparente aussi a` cette proble´matique de routage.
5.1 Routage dans Internet
Internet posse`de des milliards de destinations possibles (il y a 232 adresses
IP possibles) et des centaines de millions de machines sont connecte´es au re´-
seau. Cependant, les routeurs des syste`mes autonomes d’Internet1 ont moins
de deux cents mille entre´es dans leur table de routage (ce qui est de´ja` difficile
a` ge´rer quand des milliers de paquets arrivent a` la seconde). Pour arriver
a` cette re´duction, la fac¸on dont les identifiants de destinations (les adresses
IP2) sont alloue´s est fondamentale.
Pour cela, les adresses sont regroupe´es par pre´fixes : l’ensemble des adresses
commenc¸ant par un pre´fixe p donne´ sont repre´sente´es par ce pre´fixe. Par
exemple, p = 128.93.0.0/16 repre´sente toutes les adresses dont les 16 pre-
miers bits sont communs avec ceux de l’adresse 128.93.0.0 (une adresse de 32
bits est souvent e´crite en base 256). Ainsi quand une organisation connecte
un ensemble de machines a` Internet, elle re´serve un ensemble d’adresses de
1Voir le paragraphe 2.2 pour une description d’Internet.
2 IP : « Internet Protocol »
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meˆme pre´fixe et n’annonce que ce pre´fixe aux routeurs de plus haut niveau.
Ide´alement, on pourrait faire des regroupements de plus haut niveau comme
regrouper toutes les adresses accessibles par un syste`me autonome donne´ sous
le meˆme pre´fixe. Cela n’est envisageable d’un point de vue pratique qu’avec
IPv63.
Il y a environ 160 000 pre´fixes a` l’heure actuelle [8]. Ce nombre pourrait
eˆtre re´duit a` 100 000 si certains routeurs BGP agre´geaient mieux leurs pre´-
fixes. Le nombre de syste`mes autonomes e´tant d’environ 20 000, ce nombre
de pre´fixes pourrait ide´alement descendre a` 20 000 en n’attribuant qu’un seul
pre´fixe par syste`me autonome.
Le routage consiste alors a` envoyer un paquet destine´ a` une adresse a
donne´e au nœud qui annonce le plus long pre´fixe de a. Un algorithme critique
dans un routeur consiste donc a` trouver dans un ensemble de pre´fixes celui
qui a le plus de bits communs avec une suite de bits donne´e.
5.2 Routage pair a` pair
Le partage de fichiers de pair a` pair consiste dans un premier temps a`
re´soudre le proble`me de l’indexation distribue´e des fichiers mis a` disposition
par les pairs de manie`re distribue´e graˆce a` des techniques de routage. No-
tons tout d’abord qu’il existe deux manie`res de rechercher un fichier dans ce
contexte. Soit l’on connaˆıt l’identifiant du fichier et le proble`me est alors tre`s
similaire au routage dans Internet. Soit l’on cherche un fichier dont le nom
contient les mots d’une requeˆte (comme lorsqu’on effectue une recherche sur
le « web »). La principale diffe´rence avec le routage classique provient du fait
qu’un fichier peut eˆtre pre´sent chez de nombreux pairs.
5.3 Gnutella et inondation optimise´e par filtre
de Bloom
Gnutella est le premier re´seau a` avoir propose´ un syste`me de recherche de
fichier totalement de´centralise´. Dans sa premie`re version (v0.4), les nœuds
se connectent entre eux de manie`re plus ou moins ad hoc et les requeˆtes
sont inonde´es dans le re´seau logique ainsi forme´. Lorsqu’un nœud posse`de un
3 IPv6 : « Internet Protocol version 6 »
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fichier qui re´pond a` une requeˆte qui lui parvient, il y re´pond par le chemin
inverse suivi par la requeˆte. (Il ne re´pond pas directement pour des raisons de
confidentialite´.) La technique est donc tout a` fait similaire a` la construction
de routes de manie`re re´active en ad hoc (voir le paragraphe 4.3) et repose
donc sur le me´canisme d’inondation.
Cependant, cette architecture souffre de l’he´te´roge´ne´ite´ des connexions
des nœuds : ceux qui ont une connexion lente ralentissent les autres. Pour
palier ce proble`me, la ge´ne´ration suivante (FastTrack aussi nomme´ Kazaa et
Gnutella v0.6) utilise une organisation du re´seau logique en deux niveaux : les
super-pairs ou « ultra-peer » en anglais (qui ont une connexion plus rapide)
et les autres. Les nœuds de faible capacite´ doivent trouver un super-pair a` qui
se relier. (Le re´seau Edonkey utilise une architecture plus diffe´rencie´e encore
avec des serveurs de´die´s en place de super-pairs.) Les super-pairs sont relie´s
entre eux a` la manie`re de Gnutella v0.4. Dans ce cas, l’inondation ne propage
que dans le re´seau logique reliant les super-pairs.
Gnutella v0.6 propose une utilisation des filtres de Bloom [2] assez astu-
cieuse pour limiter la propagation de l’inondation. Un filtre de Bloom permet
de coder un ensemble de manie`re compacte (de l’ordre de O(n) bits pour un
ensemble de n e´le´ments). La structure de donne´es permet uniquement de
tester si un e´le´ment donne´ est dans l’ensemble avec une probabilite´ de faux
positif borne´e4. Gnutella utilise ainsi des filtres pour coder l’ensemble des
mots des noms des fichiers posse´de´s par un nœud. En faisant l’union des
filtres de ses voisins, un nœud peut ainsi fournir un filtre des mots acces-
sibles a` un saut. En s’e´changeant leurs filtres, les super-pairs peuvent ainsi
construire un filtre de l’ensemble des mots accessibles a` deux sauts et ainsi de
suite. En testant les mots d’une requeˆte de TTL donne´, avec le filtre associe´
au nombre de sauts correspondant, un nœud peut ainsi e´viter de propager
la requeˆte sur certains liens. Les filtres permettent, a` l’inverse des tables de
routage, d’indiquer les liens qui ne me`nent pas a` la destination. Bien suˆr,
pour un nombre de sauts trop important, les filtres peuvent devenir sature´s
et re´pondre presque toujours affirmativement aux tests d’appartenance. Ils
ne permettent donc de re´duire l’inondation des requeˆtes que sur les derniers
sauts.
Pourrait-on utiliser des me´canismes similaires en routage ad hoc, notam-
4Par exemple, pour obtenir une probabilite´ de faux positif de 0.02 il suffit de 8n bits
pour coder un ensemble de n e´le´ments. Une solution alternative consisterait a` stocker un
« hash » de l’identifiant de chaque e´le´ment, ce qui ne´cessite Ω(n logn) bits au total pour
garantir une probabilite´ de faux positif constante.
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ment en IPv65 ou` les adresses sont 4 fois plus longues qu’en IPv46 (la version
classique de IP) ? Il est possible de repre´senter dans les limites de la taille
d’un paquet radio (de l’ordre de 1 Ko7) un ensemble de plusieurs centaines
d’e´le´ments. Il est donc parfaitement envisageable de diffuser dans le re´seau
un ensemble codant le voisinage (voire le voisinage a` deux sauts) de chaque
nœud. La technique pourrait donc facilement eˆtre adapte´e dans les proto-
coles de routage re´actif qui utilisent de la de´tection de voisinage pour limiter
le couˆt des inondations. Pour l’exercice de style, proposons ici un nouveau
protocole de routage ad hoc a` base de filtres de Bloom :
Routage ad hoc par e´tat de liens a` la Bloom-Gnutella
1. Chaque nœud de´couvre ses voisins par l’e´change re´gulier de messages
« hello ».
2. Un ensemble dominant connexe est e´lu (a` la Wu et Li ge´ne´ralise´ par
exemple, voir le paragraphe 3.3).
3. Chaque nœud de l’ensemble dominant diffuse ses voisins appartenant a`
l’ensemble dominant ainsi qu’un filtre de Bloom codant l’ensemble de
ses voisins.
4. Chaque nœud construit une table de routage pour atteindre les nœuds
de l’ensemble dominant en calculant un arbre de plus court chemin sur
la topologie diffuse´e.
5. Pour envoyer un paquet a` une destination, une source l’envoie a` un
des nœuds de l’ensemble dominant dont le filtre indique l’appartenance
de la destination. (En cas de faux positif, il faudra peut-eˆtre essayer
plusieurs nœuds de l’ensemble dominant avant d’en trouver un relie´ a`
la destination.)
Un tel protocole permettrait de re´duire encore davantage que OLSR le nombre
de nœuds diffusant re´gulie`rement des paquets de controˆle dans le re´seau (le
nombre de nœuds e´lus multipoints relais est nettement plus grand que le
nombre de nœuds d’un ensemble dominant connexe [1]).
Si ce protocole est loin d’assurer des routes optimales, il montre une pro-
prie´te´ inte´ressante vis-a`-vis de l’anonymat. Pour atteindre un autre nœud, il
5 IPv6 : « Internet Protocol version 6 »
6 IPv4 : « Internet Protocol version 4 »
7 Ko : « Kilo Octet »
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faut pre´alablement connaˆıtre son adresse et tester si l’un des filtres de Bloom
la contient. Pour limiter les calculs d’appartenance aux filtres de Bloom, le
paquet peut eˆtre envoye´ a` un membre de l’ensemble dominant qui est voi-
sin de la destination et qui se charge de lui faire suivre. Pour prote´ger leur
anonymat, les membres de l’ensemble dominant connexe peuvent utiliser un
identifiant factice et inclure leur propre adresse dans le filtre de Bloom codant
leur voisinage. On pourrait meˆme rendre anonymes les messages « hello ». Il
suffit que chaque nœud diffuse le filtre de Bloom restreint a` sa seule adresse.
Le filtre de Bloom codant le voisinage se construit alors comme le « ou » bit
a` bit des filtres de Bloom restreints des voisins.
Optimisation de l’inondation a` la Gnutella
A` l’inverse, une ide´e naturelle serait d’utiliser les techniques d’optimisa-
tion de la diffusion issues des re´seaux ad hoc pour optimiser l’inondation des
requeˆte en pair a` pair (notamment pour les premiers sauts ou` les filtres de
Bloom s’ave`rent peu utiles). Pour cela, nous avons effectue´ des « crawls »
du re´seau Gnutella [4]. Malheureusement, nous avons observe´ peu de redon-
dance dans les voisinages de voisins, ce qui laisse peu d’espoir sur l’efficacite´
des techniques utilisant la connaissance locale de la topologie. Une e´volution
propose´e pour le protocole Gnutella consiste a` n’autoriser que les inondations
de TTL au plus 2 pour obliger les pairs qui veulent faire une recherche plus
large a` interroger directement d’autres super-pairs (qui peuvent eˆtre de´cou-
verts de proche en proche). Ce fonctionnement rapprocherait le protocole de
Edonkey et suit la philosophie selon laquelle l’effort doit eˆtre fourni par les
nœuds qui recherchent plutoˆt que par ceux qui offrent leur ressources.
5.4 Tables de hachage distribue´es
Dans les tables de hachage, chaque nœud posse`de un identifiant de m
bits dans l’espace des cle´s de la table. La technique consiste ge´ne´ralement
a` stocker une association cle´-valeur sur le nœud d’identifiant le plus proche
de la cle´ pour une certaine me´trique. Un algorithme de routage est alors
ne´cessaire pour retrouver le nœud en charge d’une cle´ donne´e.
La solution la plus classique qui repose sur une topologie similaire a` l’hy-
percube consiste pour chaque nœud d’identifiant u a` connaˆıtre des nœuds
d’identifiants de pre´fixes similaires sauf pour le ie bit (pour i variant de 1
72 CHAPITRE 5. DE L’UN VERS CELUI QUI
a` log n +O(log log n)). Le routage revient ensuite a` trouver des nœuds dont
l’identifiant partage un pre´fixe commun avec la cle´ destination de plus en
plus long. On notera par u[1 : i] le pre´fixe de i bits de u.
Routage par pre´fixe dans l’hypercube
1. Chaque nœud d’identifiant u connaˆıt des nœuds dont l’identifiant com-
mence par u[1 : i− 1]u[i] pour i = 1, . . . , l.
2. Quand un nœud recherche les nœuds d’identifiants proches d’une cle´
w, il re´pe`te pour i = 1, . . . , l :
– trouver un nœud vivant d’identifiant commenc¸ant par w[1 : i],
– pour cela, les nœuds contacte´s a` l’e´tape pre´ce´dente pour i−1 connaissent
de tels nœuds.
Si les nœuds choisissent leurs identifiants ale´atoirement, la probabilite´
de trouver des nœuds avec un identifiant de pre´fixe donne´ de longueur l ≥
logn +O(log logn) devient tre`s faible. Un nœud peut donc trouver qui ge`re
un identifiant donne´ en O(logn) e´tapes. De meˆme, chaque nœud ge`re une
liste de contacts de l’ordre de O(logn).
Les plus anciennes solutions de tables de hachages distribue´es [7, 9] re-
posent sur le routage par pre´fixe. Chord [10], une solution populaire utilise un
principe similaire en utilisant une me´trique euclidienne (plutoˆt qu’une me´-
trique lie´e au pre´fixe) : un nœud d’identifiant u connaˆıt pour chaque i le nœud
qui ge`re la cle´ u + 2m−i (pour retomber exactement dans le cadre ci-dessus,
il suffirait de prendre u⊕ 2m−i). Citons aussi une solution a` base de routage
petit monde (ainsi que de´crit dans le paragraphe 4.2.2) : Symphony [5] ou`
chaque nœud choisit un nombre constant de contacts ale´atoirement avec une
probabilite´ inversement proportionnelle a` la distance. La probabilite´ d’avoir
un contact avec pre´fixe de longueur i donne´e est donc constante. Dans tous
les cas, l’ide´e est qu’un nœud a` distance x de la destination permet de trou-
ver des contacts a` distance x/2. Kademlia, un des protocoles les plus e´volue´s
repose directement sur le routage par pre´fixe.
Kademlia [6] est le premier protocole ayant donne´ naissance a` un re´seau
utilise´ en pratique (dans le re´seau eDonkey). Pour cela, la topologie est ren-
due tre`s robuste a` la volatilite´ des nœuds en y introduisant beaucoup de
redondance. Ainsi les ope´rations de maintenance avant le de´part d’un nœud
qui rendaient les protocoles pre´ce´dents peu utilisables en pratique devient in-
utile. Le routage a` la Kademlia posse`de une petite subtilite´ : il faut de´tecter
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si les nœuds interme´diaires de la route sont encore la` (puisqu’aucune mise
a` jour n’est faite quand les nœuds partent). Ceci implique de recevoir d’une
manie`re ou d’une autre un acquittement a` chaque saut. Plutoˆt que de faire
passer le message de nœud interme´diaire en nœud interme´diaire, Kademlia
pre´conise donc que le nœud qui effectue une recherche contacte un a` un tous
les nœuds interme´diaires de la route jusqu’a` la source. Ceux-ci lui fournissent
en retour une liste de contacts possibles pour le saut suivant.
Dans [3], nous proposons une solution similaire a` Kademlia base´e sur la
topologie de Brujin, ce qui permet de re´duire la taille des listes de contacts
ge´re´s par chaque nœud (a` quelques centaines au lieu de quelques milliers
pour Kademlia typiquement). Le routage dans le graphe de Brujin consiste
a` de´caler les bits des identifiants pour introduire ceux de la cle´ recherche´e :
Routage par de´calage dans le De Brujin
1. Chaque nœud d’identifiant u connaˆıt des nœuds d’identifiants proches
de 0u[1 : m− 1] et 1u[1 : m− 1] (m est la longueur en bits des identi-
fiants).
2. Quand un nœud recherche les nœuds d’identifiants proches d’une cle´
w, il re´pe`te pour i = l, . . . , 1 :
– trouver un nœud vivant d’identifiant proche de w[i : l]u[1 : m− (l −
i+ 1)],
– pour cela, les nœuds contacte´s a` la phase pre´ce´dente pour i − 1
connaissent de tels nœuds.
L’ide´e est de contacter des nœuds de pre´fixes respectifs w[l], w[l − 1 :
l], w[l − 2 : l], . . .. Une petite difficulte´ du protocole re´side dans le fait qu’il
faut estimer borne infe´rieure de l, ce qui revient a` estimer le nombre de nœuds
dans le re´seau. Cette approche permet a` nouveau de trouver en O(logn) le
nœud en charge d’une cle´ avec des listes de contacts de taille constante.
La figure 5.1 illustre la topologie obtenue pour n = 20 avec k = 2. Les arcs
pleins illustrent les liens d’un nœud u vers les k nœuds les plus proches de
0u[1 : m−1] et les arcs pointille´s illustrent les liens vers les nœuds proches de
1u[1 : m−1]. La figure 5.2 illustre de meˆme un exemple de topologie obtenue
pour n = 500 et k = 3.
Une subtilite´ dans l’introduction de redondance consiste a` de´caler vers
la droite durant l’algorithme de routage alors que les solutions pre´ce´dentes
de tables de hachage sur le graphe de Bruijn proposaient de de´caler vers la
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111010
110101
010101
011000
010011
100000
000000
100000
001011
100010
010000
010001
110010
000100
000011
100101
010100
100000
100000
100000
Fig. 5.1 – Une topologie de Bruijn souple avec n = 20 nœuds et k = 2.
gauche (ce qui e´vite d’avoir a` estimer l). La raison intuitive est qu’un nœud
interme´diaire u de pre´fixe w[i : l] choisit des contacts proches de 0w[i : l]
et 1w[i : l] et connaˆıt donc certainement des nœuds de pre´fixe w[i − 1 : l]
partageant ainsi 1 bit de plus avec w. A` l’inverse, si on de´calait vers la gauche,
un nœud dont l’identifiant partagerait i bits avec w risquerait de n’avoir que
des contacts ne partageant que i− 1 bits avec w.
Discussion
De nombreuses applications se rapprochent plus ou moins de proble´ma-
tiques lie´es au routage. Cependant, chaque application de´finira a` sa manie`re
ce que l’on cherche, ce qui influe ne´cessairement sur la fac¸on de le joindre.
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Fig. 5.2 – Une topologie de Bruijn souple avec n = 500 nœuds et k = 3.
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Chapitre 6
De temps a` autre
Une grande difficulte´ des algorithmes de re´seau distribue´s provient de
l’asynchronisme des envois de messages : le temps au bout duquel un message
arrive est incertain, le fait qu’un message arrive est incertain, l’ordre dans le-
quel plusieurs messages envoye´s arrivent est incertain. Nous allons conside´rer
dans ce chapitre une classe d’algorithmes tre`s ge´ne´rale ope´rant a` condition
que les messages soient rec¸us de temps a` autre. Le principe consiste a` ope´rer
des ite´rations asynchrones (au gre´ de l’arrive´e des messages) qui convergent
vers un point fixe. Nous verrons ainsi le lien entre le routage par vecteur de
distances, la synchronisation des nœuds d’un re´seau ou encore le calcul de
PageRank incre´mental.
De nombreux proble`mes de re´seau consistent a` maintenir un e´tat ei ∈ E
ve´rifiant certaines proprie´te´s dans chaque nœud i du re´seau. Par exemple,
dans le cas du routage, il s’agit de maintenir pour chaque destination le
routeur suivant a` qui faire passer des paquets pour cette destination. Si cet
e´tat peut s’exprimer comme le point fixe d’une fonction F de En dans En
alors il existe une me´thode tre`s ge´ne´rale pour maintenir cet e´tat dans chaque
nœud au moyen d’ite´rations asynchrones de F . On consultera [4] pour une
introduction ge´ne´rale sur le domaine.
L’ide´e est de reposer sur un me´canisme de routage extreˆmement simple :
chaque nœud envoie re´gulie`rement son e´tat ei a` ses voisins. Il faut bien suˆr
que F s’exprime conforme´ment aux voisinages des nœuds. Nous avons de´ja` vu
un tel me´canisme dans la de´couverte de voisinage dans un re´seau ad hoc avec
les messages « hello ». Nous avons aussi vu un cas beaucoup moins trivial
avec le routage par vecteur de distances que nous allons de´tailler maintenant.
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6.1 Routage par vecteur de distances et Bellman-
Ford asynchrone
Dans le routage par vecteur de distances, chaque routeur envoie re´gu-
lie`rement a` ses voisins sa distance a` toutes les destinations qu’il connaˆıt.
Concentrons-nous sur une destination k donne´e. On ne conside`re qu’une seule
entre´e dans les vecteurs e´change´s car le traitement de chaque destination est
inde´pendant. Chaque routeur i maintient a` l’instant t une estimation dti de
sa distance a` k (k est fixe´ ici) et connaˆıt le temps lij qu’il met a` envoyer un
paquet a` un voisin j. Initialement, d0i =∞ pour i 6= k et d
t
k = 0 pour tout t.
Routage par distance vers une destination k
1. Re´pe´ter re´gulie`rement :
(a) Si le routeur i rec¸oit de j l’estimation d
tj
j , alors il la stocke dans
vj .
(b) Le routeur i estime au temps t sa distance a`
dti = min
j voisin de i
vj + lij = min
j voisin de i
d
tj
j + lij
Un voisin qui re´alise la plus petite distance est inse´re´ dans la table
de routage comme routeur suivant pour atteindre la destination
k.
(c) Le routeur i envoie re´gulie`rement son estimation dti a` chacun de
ses voisins.
Il faut remarquer qu’aucune hypothe`se n’est faite sur la fre´quence des ope´-
rations ci-dessus. Ceci permet d’affirmer que la perte de messages ne change
pas l’algorithme. Du moment que le routeur i arrive re´gulie`rement a` contac-
ter chacun de ses voisins, on peut montrer que l’algorithme va converger vers
une estimation correcte des distances.
Remarquons tout d’abord la ressemblance avec l’algorithme de Bellman-
Ford [3, 10] de calcul d’arbre de plus courts chemins vers une destination
donne´e :
Bellman-Ford [3, 10]
1. Initialiser la distance de chaque sommet i 6= k a` di =∞.
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2. dk = 0.
3. Re´pe´ter n fois :
(a) Pour chaque sommet i, faire :
di = min
j voisin de i
dj + lij
Cet algorithme correspond donc au cas synchrone ou` chaque sommet effec-
tue une ite´ration au meˆme temps t avec tj = t−1 pour chaque voisin. Dans le
routage par vecteur de distances, on peut tre`s bien utiliser de vieilles estima-
tions pour certains voisins et de plus re´centes pour d’autres. Certains nœuds
peuvent effectuer leur ite´rations a` une fre´quence plus e´leve´e que d’autres.
Bertsekas [5] donne un cadre ge´ne´ral pour montrer la convergence de telles
ite´rations asynchrones.
6.2 Ite´ration asynchrones
L’algorithme ge´ne´ral d’ite´rations asynchrones pour une suite de vecteurs
X t = (xt1, . . . , x
t
n) ∈
 n et une fonction F = (f1, . . . , fn) de
 n dans
 n s’e´crit
ainsi :
Ite´rations asynchrones [5]
1. Pour chaque i, re´pe´ter re´gulie`rement a` un instant t :
xti = fi(x
lasti1(t)
1 , . . . , x
lastin(t)
n )
(on a toujours t ≥ lastij(t) ≥ 0).
Un cas particulier est celui des ite´rations a` la Gauss-Seidel ou` chaque
xi est calcule´ de manie`re cyclique et ou` la version la plus re´cente de xj est
toujours utilise´e :
Ite´rations a` la Gauss-Seidel
1. Re´pe´ter pour k = 0 a` ∞ :
xk+11 = fi(x
k
1, x
k
2, . . . , x
k
n−1, x
k
n)
xk+12 = fi(x
k+1
1 , x
k
2, . . . , x
k
n−1, x
k
n)
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...
xk+1n = fi(x
k+1
1 , x
k+1
2 , . . . , x
k+1
n−1, x
k
n)
Des hypothe`ses tre`s minimales permettent de montrer la convergence de
X t = (xti)1≤i≤n vers le point fixe de F = (fi)1≤i≤n (le vecteur P tel que P =
F (P )). Une hypothe`se ne´cessaire est que chaque xi soit re´e´value´ infiniment
souvent et que lastij(t)→∞ quand t→∞ si fi de´pend de xj . Pour montrer
la convergence de X t, Bertsekas suppose l’existence d’une suite de´croissante
d’ensembles (Ek)k≥0 telle que :
– ∩k≥0Ek = {P},
– X0 ∈ E0,
– siX = (x1, . . . , xn) ∈ Ek, alors le vecteur (x1, . . . , xi−1, fi(X), xi+1, . . . , xn)
est aussi dans Ek,
– un vecteur X obtenu en me´langeant les coordonne´es de deux vecteurs
X1 ∈ Ek et X2 ∈ Ek est aussi dans Ek,
– enfin, si X ∈ Ek alors le vecteur obtenu par une ite´ration synchrone
F (X) est dans Ek+1.
Un cas plus particulier de convergence est obtenu quand F est contrac-
tante : c’est-a`-dire qu’elle ve´rifie pour tous X et Y , |F (X) − F (Y )| ≤
M |X − Y | ou` M est une matrice positive telle que limk→∞M
k = 0 (l’in-
e´galite´ est ve´rifie´e ligne par ligne).
Les premie`res the´ories sur les ite´rations asynchrones datent de la paralle´li-
sation de re´solution de syste`mes line´aires [8]. La technique consiste a` effectuer
des puissances ite´re´es sur une matriceM . Pour re´soudre AX = B,on utilisera
ainsi F (X) =MX + C ou` :
– A = D −N avec D facilement inversible (par exemple diagonale),
– M = D−1N a un rayon spectral strictement infe´rieur a` 1,
– C = D−1B ;
– P = F (P ) implique donc (I−D−1N)P = D−1B, ou encore (D−N)P =
B, soit finalement AP = B.
Chaque processeur ge`re une partie des xi et communique leurs valeurs de
temps a` autres aux autres processeurs. Chaque processeur effectue les ite´ra-
tions correspondant aux lignes qu’il ge`re avec les valeurs de xj qu’il posse`de.
Ce relaˆchement entre ite´rations est aussi connu sous le nom d’ite´rations chao-
tiques [8, 15, 2].
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Un cas particulier d’ite´rations asynchrones provient de l’algorithme du
gradient. En effet, la minimisation d’une fonction H de n variables en se
de´plac¸ant le long du gradient peut s’e´crire sous forme d’ite´rations X t+1 =
(I−Gt)X t ou` Gt est la matrice des de´rive´es partielles de H (la me´thode des
ite´rations asynchrones peut eˆtre ge´ne´ralise´e quand F de´pend du temps, mais
nous n’en n’aurons pas besoin ici). Ce contexte peut eˆtre vu comme point de
de´part de la synchronisation d’horloges des nœuds d’un re´seau.
6.3 Synchronisation des nœuds d’un re´seau
Il existe au moins deux cas dans lesquels un re´seau radio a besoin de
synchronisation. Dans le cas d’un re´seau ad hoc par exemple, pour e´conomiser
de l’e´nergie, les nœuds peuvent avoir besoin de n’allumer leur interface radio
que par intermittence ; il est alors ne´cessaire de synchroniser les pe´riodes
d’activite´ des nœuds. D’autre part, quand les communications sont planifie´es
dans des cre´neaux temporels (ou « slots » en anglais), la synchronisation
permet de minimiser les recouvrements entre les slots de diffe´rents nœuds.
C’est par exemple le cas des stations de base d’un re´seau cellulaire de type
GSM1.
Dans [9], nous e´tudions ce dernier cas. Pour cela, notons θi l’heure de la
station de base i. Cette heure est de´finie modulo une pe´riode T . Plus pre´ci-
se´ment, chaque fois qu’un mobile passe d’une cellule d’une station de base j
voisine a` la station de base i, le de´calage temporel ∆ij = θi−θj entre les deux
stations est mesure´ modulo T . L’algorithme de base consiste a` recaler l’hor-
loge de la station i vers la moyenne de ses voisines en de´calant re´gulie`rement
θi de 
∑
j voisine de i∆ij . On obtient ainsi l’algorithme du gradient (en version
asynchrone) pour minimiser la fonction H(θ1, . . . , θn) =
∑
ij voisines∆
2
ij .
La difficulte´ du proble`me vient ici de l’aspect modulaire des heures. Il peut
ainsi exister des situations de blocage ou` les horloges peuvent faire un tour de
pe´riode le long d’un cycle : chaque horloge doit se recaler dans un sens pour se
synchroniser avec une voisine et dans l’autre pour se synchroniser avec l’autre.
Pour sortir de telles situations, nous proposons dans [9] de briser la syme´trie
des cycles en utilisant un arbre couvrant, ce qui permet de synchroniser
pre´fe´rentiellement une horloge vers son pe`re (en affectant par exemple un
poids plus fort au de´calage avec son pe`re qu’avec les autres stations voisines).
En pratique, il n’est pas possible de calculer un arbre couvrant. Cependant, en
1 GSM : « Global System for Mobility »
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de´signant comme pe`re la station voisine de plus petit identifiant, on obtient
une foreˆt couvrante. L’existence de cycles de blocage entre arbres de la foreˆt
paraˆıt assez improbable.
On peut d’ailleurs pousser le principe plus loin en synchronisant pre´fe´-
rentiellement une station sur toutes ses voisines de plus petit identifiant. Les
horloges se synchronisent alors le long d’un graphe oriente´ acyclique qui a
l’avantage d’eˆtre connexe si le graphe de de´tection de de´calages est connexe.
Synchronisation asynchrone de re´seau
1. Chaque nœud i du re´seau stocke la dernie`re valeur mesure´e de son
de´calage ∆ij avec un nœud voisin j,
2. et de´cale re´gulie`rement son horloge de 
∑
j<i∆ij.
3. Un nœud d’identifiant i minimal dans son voisinage se recale re´gulie`re-
ment de 
∑
j voisin de i∆ij .
Il est inte´ressant de noter la similitude des re`gles locales invente´es ici et
celles de´veloppe´es pour la construction d’ensembles dominants connexes vue
au paragraphe 3.3.
Dans le cas ou` les variables ne sont pas modulaires, il est possible de
prouver la convergence ge´ne´rale de tels syste`mes [7] qui ont notamment e´te´s
propose´s pour re´soudre le proble`me du consensus de manie`re asymptotique.
6.4 PageRank et routage ale´atoire
Une des grandes difficulte´s de l’indexation du web re´side dans le clas-
sement des pages. En effet, il existe souvent plusieurs milliers de pages qui
contiennent les mots d’une requeˆte donne´e. La difficulte´ consiste donc a` pre´-
senter en premier les pages les plus importantes. Pour re´pondre a` ce besoin,
Page et Brin [16] utilise`rent le graphe du web avec l’ide´e intuitive que les pages
importantes e´taient re´fe´rence´es par de nombreuses autres pages, et que les
pages pointe´es par des pages importantes sont importantes aussi. Formelle-
ment, ils en arrive`rent a` une de´finition de « PageRank » pour chaque page
comme la probabilite´ pour un surfeur ale´atoire de se retrouver sur la page.
Plus cette probabilite´ est forte, plus la page est conside´re´e comme impor-
tante. Pour pouvoir faire ce calcul, la matrice d’adjacence du graphe du web
(celui forme´ par les pages qu’on indexe) est transforme´e en une matrice de
transition markovienne irre´ductible et ape´riodique.
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Dans sa version la plus simple, la probabilite´ d’aller de la page p vers
la page q est apq = 1/d ou` d est le degre´ sortant de p si p pointe vers q
et 0 sinon. On de´finit ainsi la matrice d’adjacence normalise´e A = (apq).
(Des modifications de cette matrice sont en ge´ne´ral ne´cessaires pour obtenir
une matrice irre´ductible et ape´riodique, voir par exemple [16] ou [13] pour
une analyse fine des de´tails de convergence de l’algorithme.) Le vecteur de
PageRank P s’obtient en ite´rant
P t+1(q) =
∑
p pointe vers q
apqP
t(p)
Cette suite de vecteurs converge vers le vecteur propre P de Perron-Froebenius
associe´ a` la valeur propre 1 de A :
TP = TPA, soit P = TAP
Le re´sultat en est un algorithme d’e´valuation de l’importance des pages
assez efficace si on en juge le succe`s du moteur de recherche dont le nom
commence par un G base´ sur ce principe. La conclusion empirique est assez
rassurante du point de vue de l’exploration du web puisqu’il dit que les
pages les plus importantes sont les plus faciles a` trouver puisqu’on a plus de
chances de les rencontrer en suivant ale´atoirement les liens, c’est-a`-dire en
routant ale´atoirement.
6.5 PageRank distribue´
Dans [14], nous montrons comment de´composer le calcul du PageRank
vis-a`-vis d’une partition des pages en sites. On conside`re qu’une partition en
sites S = S1, . . . , Sk des pages est donne´e. On note S(p) le site qui contient
une page p. On peut ainsi diffe´rencier les liens entrants externes pq tels que
S(p) 6= S(q) et les liens entrants internes pq tels que S(p) = S(q). Cette
de´finition induit naturellement une de´composition du PageRank :
P (q) =
∑
p tel que S(p)6=S(q)
apqP (p) +
∑
p tel que S(p)=S(q)
apqP (p)
= Pe(p) + Pi(p)
Le PageRank se de´compose donc en PageRank entrant externe Pe =
(TA − TAS)P et Pi =
TASP ou`
TAS est la matrice diagonale par bloc obtenu
86 CHAPITRE 6. DE TEMPS A` AUTRE
de A en mettant a` ze´ro toutes les entre´es pq telles que S(p) 6= S(q). On peut
donc e´crire :
(Id− TAS)P = Pe
Cette e´quation permet de de´finir le PageRank en fonction du PageRank en-
trant externe :
P = (Id− TAS)
−1Pe =
∑
i
(
TAS
)i
Pe
Connaissant Pe, on peut retrouver P en ite´rant :
P t+1 = Pe +
TASP
t
Cet algorithme est inte´ressant car il peut eˆtre calcule´ localement a` l’in-
te´rieur d’un site : connaissant Pe pour les pages d’un site S et la matrice
d’adjacence normalise´e AS du graphe restreint au site S, il suffit d’ite´rer
les ope´rations ci-dessus avec TAS. Cela peut eˆtre inte´rressant pour construire
un moteur de recherche local au site qui classe ses pages selon le PageRank
global (et non une version locale du PageRank qui serait moins pertinente).
La difficulte´ re´side dans l’estimation de Pe. D’un point de vue pratique
la seule information locale au site qui pourrait permettre d’estimer Pe sont
les « hits » de surfeurs re´els (et non ale´atoires) enregistre´s par le serveur du
site. On peut aussi de´finir Pe par l’e´quation :
Pe = (
TA− TAS)(Id−
TAS)
−1Pe
On peut montrer que la matrice (TA− TAS)(Id−
TAS)
−1 est stochastique
par colonnes2, ce qui montre l’importance intrinse`que de Pe et en fait un bon
candidat pour de´finir une notion d’importance de site. La de´finition d’un
« SiteRank » reste cependant un domaine ouvert. La raison provient a` la fois
de la difficulte´ de de´finir les sites et de l’impossibilite´ d’explorer totalement
un site.
Toujours est il que la de´composition ci-dessus de´bouche sur un algorithme
distribue´ de calcul du PageRank. On peut conside´rer chaque serveur web
comme le site des pages qu’il sert. En coope´rant entre eux, les serveurs web
peuvent alors calculer le PageRank par les ite´rations doubles :
P t+1 = P te +
TASP
t
P t+1e = (
TA− TAS)P
t
En version asynchrone, on obtient l’algorithme suivant :
2L’entre´e p, q de la transpose´e de cette matrice correspond a` la probabilite´ pour le
surfeur ale´atoire d’arriver en q /∈ S(p) apre`s une ballade dans S(p) puis un saut vers q.
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PageRank distribue´
1. Chaque serveur S conside`re re´gulie`rement la page p ∈ S a` un temps t.
2. Pour toute page q /∈ S pointant vers p, S a rec¸u une estimation
P lastq(t)(q) de son PageRank ainsi que l’entre´e aqp de la matrice d’ad-
jacence normalise´e A.
3. S met a` jour l’estimation du PageRank entrant externe de p par :
P te(p) =
∑
q pointe vers p, q /∈S
aqpP
lastq(t)(q)
4. S met a` jour l’estimation du PageRank de p par :
P t(p) = P te(p) +
∑
q pointe vers p, q∈S
aqpP
t−1(q)
5. Pour toute page q /∈ S pointe´e par p, envoyer au serveur S ′ qui la ge`re
l’estimation P t(p) du PageRank de p ainsi que l’inverse apq du degre´
de p.
Il s’agit la` d’une simple version asynchrone du PageRank. Cet algorithme
ne´cessite la confiance entre les serveurs et ne semble applicable qu’entre les
serveurs d’un site distribue´. Notre mode´lisation permet de de´tecter un serveur
tricheur. Le PageRank sortant doit en effet eˆtre e´gal au PageRank entrant :
∑
p pointe vers q, p∈S, q /∈S
apqP (p) =
∑
p pointe vers q, p/∈S, q∈S
apqP (p)
Ceci peut se de´duire simplement en remarquant que l’e´tiquetage des arcs
pq du graphe du web par apqP (p) de´finit un flot (le flot de PageRank tel
qu’invente´ par Fabien Mathieu [13]). Le flot entrant dans le site est donc
ne´cessairement e´gal au flot sortant. Une possibilite´ d’arbitrage consisterait
a` redistribuer le de´faut e´ventuel de flot sortant d’un serveur entre tous les
autres serveurs. Se passer de serveur central paraˆıt difficile dans un contexte
ou` l’incitation a` la tricherie est forte.
D’un autre coˆte´, dissocier le calcul du PageRank de la manie`re dont on
de´couvre le graphe du web n’est pas force´ment de´sirable. De nombreux au-
teurs ont propose´ d’utiliser le PageRank lors du « crawl » pour se concentrer
plus rapidement sur les pages importantes. Mais ce sont Abiteboul, Cobena
et Preda [1] qui formalisent le mieux cette ide´e en proposant un calcul incre´-
mental du PageRank au fur et a` mesure du « crawl ».
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6.6 PageRank incre´mental
Pour cela, ils conside`rent que le web est « crawle´ » en continu. Chaque
fois qu’une page est visite´e, une ite´ration de calcul du PageRank est effectue´e
pour cette page.
PageRank incre´mental [1]
1. Initialement, chaque page p a un historique hp = 0 et un « cash »
cp = 1/n.
2. Re´pe´ter re´gulie`rement pour chaque page p de degre´ sortant d :
(a) pour chaque page q pointe´e par p, faire cq = cq +
cp
d
(soit cq =
cq + apqcp),
(b) hp = hp + cp,
(c) cp = 0.
3. Le PageRank de p est estime´ a` (hp + cp)/
∑n
q=1(hq + cq).
Si toutes les pages sont visite´es infiniment souvent, cet algorithme converge
vers le PageRank. Il faut noter que la matrice d’adjacence n’a pas besoin
d’eˆtre stocke´e et qu’en gardant C = (cp)1≤p≤n en me´moire, l’algorithme ef-
fectue un seul acce`s disque par page visite´e.
En notant H t = (htp)1≤p≤n, |H
t| =
∑
1≤p≤n h
t
p et C
t = (ctp)1≤p≤n, les
auteurs prouvent la convergence de H t/ |H t| vers le PageRank en e´tablissant
par re´currence :
H t + Ct = C0 +MH t−1 (6.1)
Cependant cette e´quation masque le lien avec les algorithmes d’ite´rations
asynchrones.
6.7 Ite´rations asynchrones par colonnes
Montrons ici que l’algorithme de PageRank incre´mental est en fait une
version asynchrone de la me´thode des puissances ite´re´es P t+1 = MP t avec
M = TA la transpose´e de A. Cette me´thode est ge´ne´ralisable a` n’importe
quelle matriceM acce´de´e par colonnes. E´crivons ainsi une version ge´ne´ralise´e
pour un calcul d’ite´rations du type :
X t+1 = MX t + S (6.2)
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On conside`re au temps t une colonne d’indice qt de M (les variables sont
indice´es par le temps pour des besoins d’analyse ulte´rieure) :
Ite´rations asynchrones par colonnes (inspire´ de [1])
1. Initialement, c0p = 0 et h
0
p = 0 pour tout 1 ≤ p ≤ n.
2. Re´pe´ter pour t = 1 a` l’infini :
(a) Conside´rer la colonne d’indice q = qt de M .
(b) Rajout de « cash » : faire ct−1q = c
t−1
q + d
t−1
q .
(c) Pour chaque p, faire ctp = c
t−1
p +mpqc
t−1
q .
(d) htq = h
t−1
q + c
t−1
q .
(e) ctq = mqqc
t−1
q .
(f) (Pour p 6= q, htp = h
t−1
p .)
Notons que pour eˆtre ge´ne´ral, nous ne remettons ctq a` ze´ro a` l’e´tape 2.e
que lorsque mqq = 0 (ce qui semble eˆtre ve´rifie´ pour tout q dans [1]). Le
rajout de « cash » peut eˆtre ne´cessaire pour une matrice de rayon spectral
infe´rieur a` 1. On peut en fait modifier le « cash » d’une colonne p juste avant
une ite´ration sur celle-ci (dt−1p = 0 si la colonne p n’est pas visite´e au temps
t). Dans le cas de [1], on a d0p = 1/n et d
t
p = 0 pour t > 0.
Pour un instant donne´ t, notons par lastp(t) le dernier instant de calcul
sur la colonne p, par last2p(t) = lastp(lastp(t)) l’instant pre´ce´dent de calcul
sur la colonne p, et ainsi de suite pour last3p(t), last
4
p(t),... (Pour un temps t
ante´rieur a` la premie`re ite´ration sur p, on convient de lastp(t) = 0.) Quand
on ite`re sur la colonne q a` l’instant t, on a :
ct−1q = h
t
q − h
lastp(t)
q
D’autre part, le calcul des cp nous indique qu’a` tout instant t ou` la page p
n’est pas visite´e, on a :
ctp =
∑
t≥t′≥lastp(t)
mpqt′c
t′−1
qt′
=
∑
t≥t′≥lastp(t)
mpqt′
(
ht
′
qt′
− h
lastq
t′
(t′)
qt′
)
En de´composant htp comme une somme de c
t′
p , on obtient au moment t
d’une mise a` jour de htp :
htp = c
t−1
p + c
lastp(t)−1
p + c
last2p(t)−1
p + · · ·
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=
∑
t>t′≥0
dt
′
p +
∑
t′>0
mpqt′
(
ht
′
qt′
− h
lastq
t′
(t′)
qt′
)
=
∑
t>t′≥0
dt
′
p +
∑
1≤q≤n
mpq
(
hlastq(t)q − h
last2q(t)
q + h
last2q(t)
q − h
last3q(t)
q + · · ·
)
=
∑
t>t′≥0
dt
′
p +
∑
1≤q≤n
mpq
(
hlastq(t)q − h
0
q
)
=
∑
t>t′≥0
dt
′
p +
∑
1≤q≤n
mpqh
lastq(t)
q
On peut aussi e´crire une e´quation similaire pour xtp = h
t
p + c
t
p (en remar-
quant que hlastq(t)q = x
lastq(t)−1
q ) qui a l’avantage de donner une estimation
valable a` tout instant t, en notant stp =
∑
t>t′≥0 d
t′
p :
xtp = s
t
p +
∑
1≤q≤n
mpqx
lastq(t)−1
q
On retrouve bien une version asynchrone d’une e´quation du type X t+1 =
MX t + St (St = (stp)1≤p≤n). Quand les colonnes sont conside´re´es de ma-
nie`re cyclique, on retrouve les ite´rations a` la Gauss-Seidel. Dans le cas ou` St
converge vers S, la convergence de X t = (xtp)1≤p≤n vers le point fixe solution
de X = MX+S est assez bien connue quandM a rayon spectral strictement
infe´rieur a` 1 [8] ou quand M a rayon spectral 1 et S = 0 [12].
Dans le cas du calcul du PageRank incre´mental [1], S = St = S0 et X t
croˆıt inde´finiment, mais X t/|X t| converge vers le PageRank P . Une solution
pour avoir convergence vers un vecteur fini consisterait a` retirer petit a` petit
le « cash » (par exemple, dt−1p = − C
t−1
p ). On aura alors S
t → 0, Ct → 0 et
X t → P .
Pour avoir un algorithme qui tourne en continu, les auteurs du PageRank
incre´mental pre´fe`rent conserver un « cash » constant (|Ct| = 1 pour tout
t). La stochasticite´ par colonnes de M assure cette proprie´te´. Pour e´viter le
proble`me de divergence de H t, ils proposent d’utiliser une feneˆtre de temps T
et de conside´rer Y t = X t−X t−T . Si les pages sont visite´es assez re´gulie`rement
pour avoir lastp(t− T ) ≈ lastp(t)− T alors on aura :
ytp = (s
t
p − s
t−T
p ) +
∑
1≤q≤n
mpqy
lastq(t)−1
q
Dans le cas d’une matrice quelconque, il suffirait de rajouter du « cash »
en continu pour maintenir stp − s
t−T
p = sp afin de maintenir Y
t sur le point
6.8. HITS INCRE´MENTAL 91
fixe solution de Y = MY + S. La me´thode de Abiteboul, Cobena et Preda
peut donc se ge´ne´raliser a` tous les calculs line´aires par ite´rations asynchrones
sur les colonnes.
6.8 HITS incre´mental
Kleinberg [11] a propose´ une alternative au PageRank pour trouver les
pages importantes du web sous le nom de HITS3. Sa me´thode attribue un
poids de «hub » xp et un poids d’autorite´ yp a` chaque page et de´finit ces
poids par les ite´rations suivantes sur la matrice A et sa transpose´e TA d’une
partie du graphe du web :
X t+1 = AY t
Y t+1 = TAX t
L’ide´e intuitive de la mode´lisation est qu’il y a des pages de contenu et
des pages d’index (ou « hub »). Les pages importantes de contenu sont celles
qui sont pointe´es par des pages d’index importantes et les pages importantes
d’index sont celles qui pointent sur des pages importantes de contenu... On
trouvera une analyse de´taille´e de la convergence d’un tel syste`me dans [6].
Re´aliser une version incre´mentale de l’algorithme de Kleinberg restait
encore un proble`me ouvert jusqu’a` la re´daction de ce document. Conside´rons
plus ge´ne´ralement des ite´rations doubles :
X t+1 = AY t + E
Y t+1 = BX t + F
La convergence d’un tel syste`me est par exemple garantie quand
(
0 A
B 0
)
a un rayon spectral strictement infe´rieur a` 1.
Si les deux matrices sont obtenues ligne par ligne, on se retrouve dans
le cadre des ite´rations asynchrones classiques. Si elles sont obtenues par co-
lonnes alors on peut re´e´crire ce syste`me sous la forme d’une seule ite´ration
asynchrone par colonne. La difficulte´ dans le cas de la me´thode de Kleinberg
provient du fait que A est obtenue par lignes alors que B est obtenue par co-
lonnes. Proposons donc un algorithme d’ite´rations asynchrones doubles pour
ce cas :
3 HITS : « Hypertext-Induced Topic Search »
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Ite´rations asynchrones doubles par lignes et par colonnes
1. Initialement, x0p = 0, y
0
p = 0 et xlast
0
p = 0 pour tout 1 ≤ p ≤ n.
2. Re´pe´ter pour t = 1 a` l’infini :
(a) Conside´rer la colonne d’indice r = rt de B.
(b) Pour chaque p, faire ytp = y
t−1
p + bpr(x
t−1
r − xlast
t−1
r ).
(c) xlasttr = x
t−1
r .
ou
(a) Conside´rer l’estimation ytr d’indice r = rt.
(b) Rajout de « cash » : ytr = y
t−1
r + d
t−1
r .
ou
(a) Conside´rer la ligne d’indice r = rt de A.
(b) xtr = er +
∑
1≤q≤n arqy
t−1
q .
Dans le cas ou` B = TA, les trois ite´rations peuvent eˆtre effectue´es en meˆme
temps, ce qui e´vite d’avoir a` stocker xlastt−1r . Le vecteur de poids d’autorite´
Y t doit eˆtre stocke´ en me´moire vive (si on s’autorise peu d’acce`s disques par
page visite´e), mais le vecteur de poids de « hub » X t peut eˆtre stocke´ sur
disque.
Dans le cas ou` A = Id est l’identite´ et B = TA est la matrice d’adjacence
normalise´e utilise´e pour le calcul du PageRank (avec E = F+0), on reconnaˆıt
l’algorithme de PageRank incre´mental en identifiant ctp avec x
t
p − xlast
t
p, h
t
p
avec xtp et h
t
p + c
t
p avec y
t
p.
Faisons maintenant le lien entre l’algorithme ci-dessus et les ite´rations
asynchrones. Le vecteur X t est clairement mis a` jour suivant des ite´rations
asynchrones de X t+1 = AY t +E. Conside´rons le cas plus difficile du vecteur
Y t. Pour cela, on dira qu’un temps t est colonne s’il correspond a` une ite´ration
sur la colonne rt de B, cash s’il correspond a` une ite´ration de rajout de
« cash » pour l’indice rt de Y
t, ou ligne s’il correspond a` une ite´ration sur
la ligne rt de A. Notons a` nouveau lastr(t) le dernier instant de calcul sur
la colonne r avant t, et last2r(t) = lastr(lastr(t)) l’instant pre´ce´dent, et ainsi
de suite pour last3r(t), . . .. En utilisant le fait que xlast
t
r = x
lastr(t)
r , on peut
alors e´crire :
ytp =
∑
t′ cash
dt
′−1
p +
∑
t′ colonne
bprt′
(
xt
′−1
rt′
− xlastt
′−1
rt′
)
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=
∑
t′ cash
dt
′−1
p +
∑
r
bpr
(
xlastr(t)r − x
last2r(t)
r + x
last2r(t)
r − x
last3r(t)
r + · · ·
)
=
∑
t≥t′
dt
′−1
p +
∑
r
bprx
lastr(t)
r
On retrouve donc bien une version asynchrone de Y t+1 = BX t + F si
les dtp ve´rifient
∑
t≥t′ d
t′−1
p → fp. On peut, par exemple, prendre d
0
p = fp
et dtp = 0 pour t > 0. On peut aussi faire un algorithme sur une feneˆtre
temporelle de temps T en maintenant
∑
t≥t′>t−T d
t′−1
p ≈ fp et en estimant
les poids d’autorite´ par Y t − Y t−T (l’ordre des ite´rations doit alors ve´rifier
lastr(t− T ) ≈ lastr(t)− T ).
Discussion
Ce chapitre existerait-il si je n’avais pas duˆ faire le lien entre l’algorith-
mique du routage et les algorithmes utilise´s sur le graphe du web ? La question
a valeur d’anecdote. Disons simplement qu’il faudrait faire ici le lien avec le
domaine de l’auto-stabilisation (que je connais mal). Les algorithmes auto-
stabilisants sont ceux qui convergent vers un e´tat valide au bout d’un temps
fini apre`s une panne. Dans ce document, on s’inte´resse plutoˆt a` maintenir un
e´tat proche de l’e´tat valide malgre´ des modifications incessantes...
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Chapitre 7
Quand c¸a bouge
Toute la difficulte´ du routage vient du dynamisme des connexions entre les
nœuds. Ceci implique de mettre a` jour de manie`re continue les informations
de routage. Le routage point a` point classique voit l’e´volution du graphe de
connexions comme une suite de graphes statiques. De`s qu’une modification
s’ope`re, il faut rapidement changer les tables de routages pour prendre en
compte la nouvelle topologie. Dans le cas des re´seaux ad hoc, les modifications
sont constantes. Dans le cas des re´seaux de pair a` pair, des nœuds arrivent
ou quittent le re´seau sans cesse.
7.1 Surcouˆt de controˆle
Dans [3], nous proposons un mode`le e´le´mentaire du dynamisme du graphe
de connexions. Nous supposons simplement que chaque lien du graphe casse
avec une fre´quence µ. Ce seul parame`tre nous permet de mode´liser la mo-
bilite´ des nœuds et le dynamisme du re´seau. Ce mode`le s’ave`re adapte´ aux
re´seaux ad hoc ou` tous les nœuds se de´placent, sce´nario que l’on retrouve
presqu’invariablement dans toute la litte´rature sur le sujet. Ce mode`le per-
met d’analyser simplement le surcouˆt de controˆle (c’est-a`-dire la quantite´ de
trafic de paquets de controˆle du protocole de routage) qui vont re´sulter d’une
mobilite´ donne´e. En reprenant des simulations apparues dans la litte´rature,
notre mode`le permet d’expliquer une croissance line´aire du trafic de controˆle
dans les protocoles re´actifs en fonction de la mobilite´ et du nombre de routes
actives (celles sur lesquelles transitent des paquets). Dans le cas pro-actif, le
trafic de controˆle augmente line´airement avec la mobilite´ inde´pendamment
97
98 CHAPITRE 7. QUAND C¸A BOUGE
du nombre de routes actives [3].
Dans un protocole re´actif, seule la cassure d’un lien sur une route active
va provoquer un trafic de controˆle, typiquement une inondation. Dans le cas
d’un protocole pro-actif, seule la cassure d’un lien de la sous-topologie diffuse´e
va provoquer un trafic de controˆle, typiquement la diffusion d’un nouvel e´tat
de lien. En premie`re analyse, un protocole pro-actif aura un trafic de controˆle
infe´rieur a` un protocole re´actif de`s que plusieurs routes partagent des liens.
En effet, une seule diffusion suffit alors a` re´parer toutes les routes passant par
le lien dans le cas pro-actif alors qu’il faut une inondation par route dans le
cas re´actif. Cette analyse souligne une fois de plus l’importance de n’utiliser
qu’une sous-topologie en routage ad hoc pro-actif pour favoriser l’utilisation
des meˆmes liens par plusieurs routes.
Contrairement a` l’ide´e selon laquelle les protocoles re´actifs e´taient mieux
adapte´s a` la mobilite´, cette analyse montre que la diffe´rence entre les deux
approches se fait sur le nombre de routes actives, les protocoles re´actifs e´tant
mieux adapte´s a` un petit nombre de routes actives.
7.2 Connexite´ temporelle
Dans [4], nous montrons comment e´tendre la notion de routage dans un
graphe dont on connaˆıt l’e´volution. Un graphe dynamique peut eˆtre repre´-
sente´ par une liste temporelle d’e´ve´nements d’arcs (u, v, t, s). avec s = up
ou s = down pour repre´senter respectivement l’activation ou la perte d’un
lien. Ainsi, l’e´ve´nement (u, v, t, up) (respectivement (u, v, t, down)) repre´sente
l’apparition (respectivement la perte) du lien u→ v au temps t.
La calcul de plus courts chemins se fait alors par une version temporise´e
de l’algorithme de Dijkstra :
Dijkstra temporise´
1. Une source s calcule de plus courts chemins vers les autres nœuds. Elle
initialise d(s) = 0 et d(u) = ∞ pour les autres sommets. Tous les
sommets sont inse´re´s dans une file de priorite´ F .
2. Tant que F n’est pas vide, faire :
– de´filer de F le sommet u de distance d(u) minimale,
– le temps minimal d’atteinte de u est tpres = d(u),
– pour tous les e´ve´nements (u, v, t, up) tels qu’il n’y a pas d’e´ve´ne-
ment (u, v, t′, down) avec t ≤ t′ ≤ max(t, tpresent) + ttransm(u, v),
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si d(v) > max(t, tpresent) + ttransm(u, v) alors mettre a` jour F avec
d(v) = max(t, tpresent) + ttransm(u, v) et poser Pere(v) = u.
3. Utiliser l’arborescence Pere pour construire la table de routage de s.
L’algorithme ci-dessus consiste a` calculer des distances temporelles d(u) cor-
respondant au temps minimal au bout duquel un message peut eˆtre achemine´
jusqu’au nœud.
Ce mode`le ge´ne´ralise la notion de routage car il devient possible d’envoyer
un message vers un nœud meˆme si a` aucun moment n’existe une route jus-
qu’au nœud. Une connexite´ temporelle suffit. On peut ainsi de´finir une sorte
de diame`tre temporel Td d’un graphe dynamique comme le de´lai minimal tel
qu’a` tout instant t, un nœud peut atteindre n’importe quel autre avant t+Td.
Dans un re´seau pratique, on peut imaginer disposer de pre´dictions a` court
terme (par exemple en suivant l’e´volution de la puissance d’e´mission de ses
voisins dans un re´seau ad hoc). Le routage sera alors possible si on sait pre´-
dire l’e´volution du re´seau jusqu’a` Td. Notons que le routage ad hoc classique
pre´suppose une connexite´ constante (soit Td = 0 si l’on ne´glige les de´lais
de transmission). Le mode`le pre´sente´ ici s’applique donc a` des re´seaux peu
denses avec beaucoup de mobilite´ (comme les ve´hicules d’un re´seau de trans-
port, par exemple).
L’algorithme de Dijkstra temporise´ pourrait eˆtre directement utilise´ dans
un protocole par e´tat de lien. Il reste ne´anmoins a` re´soudre le proble`me de la
diffusion des e´ve´nements d’arcs, ce qui requiert alors une pre´diction jusqu’a`
2Td. Donnons un algorithme simple de diffusion pour ce mode`le :
Inondation temporelle
1. La source e´met un message avec une date d’expiration tf .
2. Tant qu’un nœud a un message d’inondation non expire´, il le transmet
a` tout nouveau voisin.
L’ide´al serait d’utiliser un de´lai d’expiration initial de Td, ce qui garantit
de toujours pouvoir router si l’on dispose d’une pre´diction a` 2Td, tout en
minimisant la quantite´ de message en cours d’inondation.
7.3 Stabiliser le dynamisme
Dans le contexte du pair a` pair, le dynamisme provient de l’arrive´e in-
cessante de nouveaux nœuds et du de´part continu d’autres nœuds. Le re´seau
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logique forme´ entre pairs doit s’adapter a` ce dynamisme. L’approche propo-
se´e par Kademlia [7] consiste a` inclure assez de redondance dans la topologie
pour obtenir une stabilite´ dans la connexite´. Ainsi k contacts sont stocke´s au
lieu d’un seul de sorte que k − 1 d’entre eux peuvent quitter le re´seau sans
qu’il soit ne´cessaire de mettre a` jour l’entre´e correspondante dans la table de
routage. Dans [5], nous transposons cette technique pour obtenir une topo-
logie similaire au graphe de Bruijn. Si la probabilite´ que k nœuds quittent le
re´seau dans une pe´riode de temps T est suffisamment faible, chaque entre´e
de la table de routage peut eˆtre rafraˆıchie une fois seulement par pe´riode de
dure´e T . Pour obtenir une fiabilite´ similaire avec un seul contact par entre´e,
il faudrait remettre a` jour chaque entre´e de la table de routage plus souvent.
En effet, si un nœud a une probabilite´ λe−λtdt de quitter le re´seau au
temps t, la probabilite´ qu’un nœud reste au moins T est donc e−λT , il s’agit la`
d’un mode`le de de´part poissonnien1. Ainsi, avec k contacts rafraˆıchis tous les
Tk, la probabilite´ qu’ils soient tous partis au bout de Tk est p = (1− e
−λTk)k.
Pour garantir une probabilite´ p d’e´chec donne´e, il faut donc utiliser une
pe´riode de rafraˆıchissement Tk = −(1/λ) log(1−p
1/k) (Tm = 1/λ est la dure´e
moyenne de pre´sence dans le re´seau.)
La figure 7.1 montre la dure´e entre deux « pings » ne´cessaire pour obtenir
au moins un contact valide sur k avec une certaine probabilite´ d’e´chec p fixe´e.
Le maximum de la courbe p = 1e− 6 est obtenu pour k = 20, ce qui semble
e´tayer le choix k = 20 fait dans [7] sans justification. Il est a` noter que la
valeur de k donnant une pe´riode maximale de « pings » ne de´pend pas du
parame`tre λ de la loi de Poisson. Cette analyse montre le compromis qui peut
exister entre la quantite´ de contacts stocke´s et le nombre de messages qu’il
faut e´changer avec eux.
1Une e´tude du re´seau Gnutella [7] montre que la probabilite´ de de´part baisse pour
les nœuds pre´sents depuis longtemps dans le re´seau, ce qui ne cadre pas avec le mode`le
poissonnien ou` cette probabilite´ ne de´pend pas du temps de pre´sence. En effet, on peut
imaginer que de nombreux utilisateurs tentent une connexion pour essayer et quittent
rapidement le re´seau alors que les utilisateurs re´els restent connecte´s plus longuement.
Cependant, en ne ne conside´rant que les nœuds de temps de pre´sence supe´rieure a` une
heure, on observe une probabilite´ de rester au moins une heure de plus comprise entre 0.7
et 0.9, ce qui se rapproche du mode`le poissonnien avec λ entre 0.36 et 0.1.
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Fig. 7.1 – Pe´riode de ping Tk/k/Tm ne´cessaire pour maintenir au moins un
contact vivant parmi k avec probabilite´ 1− p donne´e.
7.4 E´quilibrer le dynamisme
Une autre difficulte´ dans la volatilite´ des nœuds d’un re´seau de pair a` pair
re´side dans le choix d’identifiants e´quidistribue´s pour les nœuds. En effet,
de nombreux protocoles utilisent des identifiants logiques pour construire
un re´seau logique entre les nœuds. Pour que le re´seau logique fonctionne
correctement, il faut que les identifiants soient distribue´s de manie`re proche
de l’uniforme (sans quoi un nœud risque d’avoir un degre´ exage´re´ment grand
par exemple). Dans les protocoles qui utilisent la similitude de pre´fixe pour
mettre en relation les nœuds, il est important, par exemple, de bien re´partir
les nœuds par pre´fixe de longueur donne´e (voir le routage par pre´fixe au
paragraphe 5.4).
L’algorithme le plus simple pour cela consiste a` donner un identifiant
ale´atoire a` chaque nouvel arrivant. Les bornes de Chernoff permettent alors
d’affirmer que le nombre de nœuds partageant un pre´fixe de longueur l =
log n/ log log n (en bits) donne´ est Θ(1) en moyenne et O(logn) avec une
forte probabilite´. Cela peut aussi se voir comme un proble`me de balles et
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de paniers : les identifiants choisis au hasard sont les balles et tombent dans
le panier associe´ a` leur pre´fixe de longueur l. Le nombre de paniers e´tant
n/ logn, au moins une balle tombe dans chaque panier avec forte probabilite´.
Le nombre moyen de balle par panier est log n et le nombre de balles dans
un panier est O(logn) avec forte probabilite´.
Cependant, il serait plus inte´ressant encore d’atteindre une distribution
en Θ(k) ou` k est une petite constante. Pour cela, on peut s’inspirer des al-
gorithmes de placement de balles dans des paniers. Un re´sultat ce´le`bre [1]
montre qu’en tirant deux paniers au hasard et en plac¸ant la balle dans le pa-
nier le moins rempli, on obtient une borne en O(log log n) au lieu de O(logn)
sur le nombre de balles dans un panier (n balles sont jete´es dans n paniers).
En ce qui concerne l’attribution d’identifiants de pre´fixes e´qui-re´partis, on
peut donc tenter l’algorithme suivant :
Insertion e´quilibre´e
1. Un nouvel arrivant tire au hasard deux identifiants u1 et u2.
2. Pour chaque identifiant ui, il trouve le nœud vi de plus long pre´fixe
commun avec ui (ui et vi partagent un pre´fixe de longueur li).
3. Le nouvel arrivant choisit l’identifiant ui de longueur li minimale.
Analyser la distribution des identifiants selon l’algorithme ci-dessus est
un proble`me ouvert. Une ide´e similaire [2] est explore´e pour ame´liorer l’e´qui-
librage des charges dans Chord. Une autre solution pour e´quilibrer les pre´-
fixe [6] repose sur une marche de longueur O(logn) au moment de l’insertion
d’un nouvel arrivant.
Discussion
Traiter du dynamisme d’un graphe ne me semble pas encore un sujet
maˆture. J’espe`re que ce chapitre donne quelques points de de´part inte´ressants.
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Chapitre 8
Conclusion
Il existe tout un de´grade´ de techniques de routage selon la structuration
du re´seau. Quand rien n’est connu de la topologie du re´seau, celle-ci doit eˆtre
de´couverte et il faut calculer quels sont les meilleurs chemins, c’est le cadre
classique du routage dans un re´seau. A` l’inverse, quand la topologie est suffi-
samment maˆıtrise´e, on sait trouver des chemins efficaces sans plus de calculs,
c’est le cas d’une machine paralle`le ou d’un re´seau logique de pairs. En situa-
tion interme´diaire, le proble`me peut-eˆtre de´coupe´ en instances plus simples
dans un re´seau hie´rarchique comme Internet ou une semi-structuration peut-
eˆtre possible en se´lectionnant une sous-topologie suffisante si la topologie est
assez dense comme dans un re´seau ad hoc de forte densite´. La structuration
peut aussi eˆtre probabiliste comme dans le routage a` la Kleinberg ou des
re´seaux logiques de pairs construits ale´atoirement comme le re´seau Gnutella
ou un te´le´chargement en torrent de BitTorrent.
Rappelons rapidement quelques aspects saillants des techniques pre´sen-
te´es dans ce document.
E´change re´gulier de messages avec les voisins
Messages vides De´couverte du voisinage
Messages « hello » De´couverte du voisinage a` deux sauts
Vecteur d’e´tats Routage distance vecteur
(ite´rations asynchrones) Synchronisation
PageRank distribue´
Filtres de Bloom Optimisation des inondations de requeˆtes
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Techniques locales
Connaissance du voisinage Inondation
Connaissance du voisinage a` deux sauts Multipoints relais
Heuristique ensemble
dominant connexe
Voisins d’identifiants infe´rieurs Heuristique ensemble
dominant connexe
Synchronisation
Structuration de re´seau
Agre´gation par pre´fixe Routage hie´rarchique (Internet)
Regroupement en clusters
Pre´fixes similaires Hypercube
Pre´fixes de´cale´s De Bruijn
Multipoints relais Sous-topologie optimale
pour la distance
Graphes structure´s
Hypercube Routage pre´fixe
Arbres areˆtes disjoints
De Bruijn Routage par de´calage
Arbres nœuds internes disjoints
Te´nacite´ et joie.

